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M.A. ECONOMICS 

SEMESTER -I 

PAPER V: MATHEMATICAL METHODS 

MODULE 1 : 

 

Concept of Function, Types of Functions - Graphical Representation of 

function –Limit and continuity of a function – Concept of Straight line -

Applications in Economics. 

 

MODULE 2 : 

Concept of derivative - Rules of differentiation – Interpretation of revenue, cost, 

demand, supply, functions; Elasticities and their types 

 

MODULE 3 : 

Multivariable functions; Rules of partial differentiation; Problems of maxima 

and minima in single and multiple variables; Simple problems in market 

equilibrium;  

 

MODULE 4 : 

Total derivatives, Indifference curve analysis etc., Concept of integration; 

Simple rules of integration; Application to consumer's surplus and producer's 

surplus. 

MODULE 5 : 

Matrix Theory – Matrices and Determinants – Inverse of Matrix  - and 

Cramer’s Rule to Solve the System of Simultaneous Equation System -   Input-

Output analysis; Meaning-Types-Assumptions; Review exercises. 

 

Reference : 

 

1. Vohara, Quantitative Techniques, Tata McGraw Hill, 2
nd

 ed., 2001. 

2. D.C.Sancheti and V.K.Kapoor, Business Mathematics. 

3. S.C. Gupta Fundamentals of statistics. 

4. K.Chandra Sekhar, Business of statistics. 
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1.0               

 ఈ              ,     

i)    ,        ,                    ,                    ; 

ii)                                       

iii)         ‘            ,                                  ; 

vi)                             ,              ; 

1.1         

                                            .     ,    o 

                                         ,               

                             .                                

                               .                           

               .                   ,                           .    

                           ,                 . ఈ     , ఈ      

                                          .           

                            ,                         .    

     ,                            ,    ,        ,             

                  ,                        .     ,             

                               ఈ                      . 

1.2    ,            ,       ,       

                    ,                                   . 

           '                    ', '                    ", '      

              ', '1     6                                      

                       '      .  

                   ,                                

              ,                      ,                   

                               (Ordered pairs)         .      ‘    

     ’            .  

                        ఈ                        - P     .  
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     :               X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

                                    Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

ఈ              ,                (P)  ఈ                    : 

   {(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)} 

{2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)} 

     P = X * Y =                  {(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)} 

{(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (,6)} 

{(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)} 

{(6, 1) (6, 2) (6, 3)  (6, 4) (6, 5)  (6, 6)} 

                  6 x 6 = 36                 . ఈ 36             

           X-Y                             . ఈ              

   ,                                     .           

                                                   -   .  ఈ   -     

                   .       ,        ,                     

     9                            .      ,     x + y > 9          . 

ఈ                                 (4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5) (6,6).     ఈ        

               ,    ,              . ఈ                           

  -   ,  

                P = X *Y. 

                        R  P  =  {X*Y}/x+ y>9  = {(4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5) (6,6)} 

                                                                                                          

  Y                             (4, 6)   (5, 6)    

          6     * * *  (6, 6) 

          5      * *  (6, 5), 

          4               (5, 5) *  (6, 4) 

          3 

          2 

          1 

             -X                      0  1 2 3 4 5 6 X 

                                 -Y 

        , X-    4    ,         X-      ,              Y      

          .       , 5     X-       , (5, 5), (5, 6)         Y-     

    .       , 6     X-       , (6, 4), (6, 5), (6, 6)        Y-         . 

 



4 
 

                   , X = Y. ఈ                            (1, 1) 

(2, 2) (3, 3) (4, 4) (5, 5) (6, 6) .                            . 

            R   P = {X*Y}/x = y = {(1, 1) (2, 2) (3, 3) (4, 4) (5, 5) (6, 6)} 

ఈ                 -       X-Y              . 

 

                                      +Y                     

                                       6                     * (6, 6) 

                                       5                                               *  (5, 5)  

                                       4                                      *  (4, 4) 

                                       3                    *  (3, 3) 

                                       2                       *  (2, 2) 

                                       1             * (1, 1) 

       -X                            0            1      2        3       4      5      6                                      +X 

                                                  

                                        -Y 

                   ఈ                                  

      . 

1.3      :    ,     

                               -                 ,     Y-       X-     

            .                     ఈ   -   , "             "     

        .       ,           ,     X-                     X-     , 

      (       ) Y-       ,                 “     ”     .              

           .     ,                                     .     

                          .                  .     ,      

                       . Y = f(X)              ,          

                  , ఈ        ,                               

     .  

 y =f(x)                  ,  'f'                              , 

       X             (         ) Y             .         f: x → y 

            .               , y = f (x)     X , Y                        

    .                             .  

                    ,                                 

      .                            ,         ,                 

                         .             (X)         ,       (Y) 
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        ,         ,                 .                          

      ,                                                      

        .                                                    

    .                                         .  

                                 ,               , (Algebraic 

Functions)               (Non-Algebraic Functions).                     

        .                  ‘          ’ (Polynomial Function),       

       (Rational Function)         . ‘  ’                     .   '      

      .              ,                      ,      ‘     

      '     .                                  ,     "     

    "     . '    '        ‘     ’                      ..             

               '                   '                         . 

                            ,               (Exponential 

Function),               (Logarithmic Function),               (Trigonometric 

Function).                               .                 (Constant Function), 

  ళ          , (Linear Function)         (Quadratic Function)              

(Cubic Function)                     . ఈ                           

                :  

    - 1.1

 

1.3.1            

ప్రమేయం రకాలు 

బీజగణిత 
ప్రమేయాలు 

బహురది 
ప్రమేయం’ 

స్థ ర  

  ప్రమేయం 

స ళ రేఖీయ 
ప్రమేయం 

వర్గకీ ణ 
ప్రమేయం 

మూడవ ఘాత 
ప్రమేయం  

నిష్ప త్త ి
ప్రమేయం 

బీజగణితేత  
ప్రమేయాలు 

ఘాత ప్రమేయం 
సంవ మీాన 
ప్రమేయం 

త్రికోణమిత్తయ 
ప్రమేయం 
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                    Y = a0+a1X1+a2X2
2
+a3X3

3
+a4X4

4
+….....                

     a0, a1,,      ,                                           . 

            ,      X        , X
0
 = 1 and X

1
 = X.  X                

     ,                 -         ,              ,   ళ     

     ,         ,             .                          

              . ఈ                                 ,         

                                       . 

1.3.1.1            

                                '               .            

                 Y = f(X) = a.        Y = 10    Y = 200. ఈ       , X 

                  Y     .             . X-Y                   X- 

                     ళ              . 'a'                .      

                   - 1.2           . 

                                                     - 1.2             

    Y     

                                                                                                                                                 

   a              y = f(x) = a  

                                           

      0                                               X 

                                      .                     

              ,                    .                  AR, MR     

                    .                                           

                                                  .  
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1.3.1.2   ళ            

                                   ,          ళ            

     .   ళ           ళ                     .   ళ          

                 Y=a0+a1X.                                  

        .   ళ                       1.3         . 

        , a0  Y-                           .   a1                   

    .     1.3  (A)         a1>0    ,                         .  

    1.3  (B)       a1            ,                          .   

           ,                                            

            .              Y = MX + C                  ళ        

                        .                          ళ     

              . X                        ,             

                     Y-                .                   

                .              

                                               1.3   ళ           

 

                                                                                                               a0 

           a0                          

                         o                                                             

(A)                                                                 (B) 

Y = a0 + a1X, Y = 4 + 2X        .                ,          X           

    ,             ,    ,                           Y        

     .       , X = 3, Y = 4 + 2(3) = 4 + 6 = 10.             Y         

             . XY      , ఈ X, Y                  ,       ళ     

      .                        ళ       2,            (X = 0 

      ) 4.  

 

Y 

a1 
Y=a0+a1X 

X X 

Y 

a1 
Y=a0+a1X 
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X 1 2 3 4 5 6 

Y 6 8 10 12 14 16 

   Y 

16                * 

14     * 

12     *    Y = 4 + 2X              

10     *   

8     *    

6     *           = 8/ 2 

4   

2                 

       0        1    2 3 4 5 6   X 

            :             ళ                    .              ,   ళ 

    ,           ,                 ,              ,             , 

  ళ                 .   ళ           ,   ళ          ,   ళ        

     ,              (APC),            (APS)                    ళ           

      . 

1.3.1.3          

Y=aX
2
+bX+c    Y = a0+a1X +a2X

2
                           ‘X’     

          .                       ,                    .     

                                                .        

                                       . 

                     ,     – A,     – B                . 

 

 

 

 

     X
 = 0

, Y = 4
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     1.4          

 

 

 

 

 

 

 

              – A          - B 

     : 

Y = X
2
+4X-5                      .  X                ,    

                 ,                                   Y-         

                       . 

X -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 

Y 16 7 0 -5 -8 -9 -8 -5 0 7 16 

  

       X -5              , 

                      Y = X
2
+4X-5 = (-5)2+4(-5)-5 = 25-20-5 = 25-25 = 0 

       , X,  2          , 

                     Y = X
2
+4X-5 = (2)2+4(2)-5 = 4 +8 -5 = 12-5 = 7 

       ,                   . ఈ x, y      ,          

                                           . 

             ,                          ,     Y=0 

      ,                          .                   

         .                              , Y=0       ,       X-

             .      ,                                         

       .  Y = f(X) = 0       ,                         .     (X,Y)     

     , (1,0), (-5,0).       ,                       -5    +1.  

 

 a2>0 గా 

ఉనన ప్పప డు 

Y = a0+a1X +a2X
2
 

Y 

o 
X 

Y 

 a2<0 గా 

ఉనన ప్పప డు 

Y = a0+a1X +a2X
2 

X 
0 

Y 
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     1.5                          

      *         Y                 16                   * 

                                                          14 

       12 

       10 

       8                           *         

          *      6 

       4 

  (-5,0)     2  (1,0) 

-X -7  -6         -5 -4 -3 -2 -1 0             1  2  3 X 

       -1 

       -2 

       -3 

       -4 

               *    -5  * 

       -6 

                                                                        -7 

                                                                       -8 

                                                                       -9 

 

Y=aX
2
+bX+c = 0                                           : 

  
   √      
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                   U-         (AC),        (MC)        ,     

                       ,                                 ,     

                     .           .         ,                     

                                      ,           

          . 

1.3.1.4               

                   Y = a0+a1X+a2X
2
+a3X

3
    y = ax

3
+bx

2
+cx+d               .           

                    .     ,         ,                      . 

                    1.6          

    1.6              

 

 

 

 

0          

 

 

                                (a0, a1, a3),      ,              , a0, a1, a3              

                               .  

                          

                               ,     ,     ,     ,                     

                                                 . 

 

y = a0+a1+a2x
2
+a3x

3
 

Y 

X a0 
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1.3.1.5            

                             ,                           ,          (    

-  )           . ఈ                                            , 

     ,                       1                                 

     .   

   . 1. y = 3/x.  

                 ,            ,               ళ                          . 

  . 2. y =  (x-1)/(x
2
+2x+4),  

        ,           ,   ళ                                    . 

                        1.7                . 

                           1.7                                    

         ,  

   

 

 

 

 

                    0                               

                               

             ,                                   ,         

                             . 

                   : AFC x Q = TFC    Q = a/P    PQ = ‘a’                     

     . 

 

1.4        

ఈ     ,           ,                        .      

                 , ‘   ’, ‘           ’, ‘      ’,                

                 ,     ఈ                          .              

                            ,         X-                    X-

            (       ) Y-         .          ,                 X-

     Y-                  .                          

రేషనల్ ప్రమేయం, Y = a/X 
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        ,        x-     Y-                  .             

     ,                   .                     ,           

             .                    o,                        

    .                                                    .         

     ,   ళ      ,         ,             . ఈ          ఈ     

                                                     ,      

               . ఈ           ,                               

                                    ,              .           

   ,              ,                               .  

1.5                

I.                   10                  . 

1.              .                     . 

2.                       ?                 ? 

3.               ?                 . 

4.     o          .                        . 

 

 

II.                   30                  . 

1.     o          .                                . 

2.          o        ?                               , 

             ,                       . 

3.        o        ?            ,              ,               

       . 

4.        o             . ,     ,           Y = X
2
+4X-5       o  

              . 
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1.6       

1.    :             ,                        

2. .               :                     ,                   

                                            . 

3.       :                                          -   . 

4.     o:     X-                     X-               Y-         

                    . 

 

1.7               

1. Alpha Chiang : Fundamental Methods of Mathematical Economics  

2. R. G. D. Allen: Mathematical Analysis for Economists  

3. Mehta and Medhani: Mathematics for Economists 

 

***** 
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2.0                 

ఈ                          ,     

i)                        ;  

ii)                                  ; 

iii)                       ; 

iv)                                                    ; 

v)                                                        ; 

2.1      : 

         ,                                            

      .                   ,                        

          .               ,             ,   ళ   ,              

                                      . ఈ    ,       

   ,                                   . ఈ           “      ” 

                                                     . 

1.2                 : 

  ళ         ,            ,                     ,      

     (     )                           “        ”     . 

                      ,                                     . 

    ,     (                         ,                        

                .                                            

              . 

      – 1: y = 1- 
x

1
         .  

         x                                .                   

(y) (     )                   .   

 

 

 

 



     – 2.1 

X 1 2 3 4 5 6 - - - ∞ 

Y 0 0.5 0.66 0.75 0.80 0.83 → 1 

     –  2.2 

X -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 - - - -∞ 

Y 2 1.5 1.33 1.25 1.20 1.17 1.14 → 1 

 

                      ,                 x-       , 1     

               , y-                           (L) '1'         .   

x        (∞)              ,  (     , y = 1-  
x

1

,

 , 1            , x, y      

                  ,

  

            .                      .     

Lt. (y = 1-
x

1
  ) = 1. 

x → ∞ 

          ,                 x                    .       , y 

     2             (L) '1'         .   x        ,             (-∞)      

        ,       , y = 1-  
x

1

,

 , 1            , x, y                   

     ,

  

            .                      .     

Lt. (y = 1-
x

1
  ) = 1. 

x → -∞ 

x, 1,2,3....     N          , y-                L       ,      

    L ,  y                      .      ,                . 

Lt. (y = 1-
x

1
  ) = 1. 

x → N-.   

X-    , N                  N          N-      .     , X-

    , N                   N             ,  y,     L      ,     L ,  

y                     .       ,                . 



Lt. (y = 1-
x

1
  ) = 1. 

x → N+. 

x-     N                  N         N+       .          ,  L 

                            ,                . 

  Lt. (y = 1-
x

1
  ) = 1. 

     x → N 

         ,          1                                   ,  

      2: y = x
2
+3x-2                 . 

     x                           .                                     

y            : 

     –  2.3 

X 1 2 3 4 5 6 … ∞ 

Y 2 8 16 26 38 52 …. ∞ 

     –  2.4 

X -1 -2 -3 -4 -5 -6 

Y -4 -4 -2 2 8 16 

 

                   ,     -2.3      , x                    

    ,        y                            .       ,     -2.4  

         , x                                             , 

       y-                         .     , x                

                   ,       , y = x
2
+3x-2                   ,.    

          ,             y      ఏ          L-      .     , 

     , y = x
2
+3x-2  L-              . 

      3: y =   
2

3

x
               .      x              

           ,                       y            : 

 

 



     –  2.5 

X 1 2 3 4 5 -- ∞ 

Y 3 1.5 1 0.75 0.60 -- 0 

     –  2.6 

X 1 ½ 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 -- 0 

Y 3 6 9 12 15 18 21 -- ∞ 

              –  2.5  , x                            ,        y      3 

                         .       ,      –  2.6 , x      1          

           y-                  .              

  Lt. (y = 
x

3
  ) = 0.                                    Lt. (y = 

x

3
  ) = ∞. 

     x → ∞                                                       x → 0 

                     ,                        .             

            ,                                ,             (in 

Finite quantity)                               .       , y = 
x

1
+1,       

 ,  x → ∞ ,          1. ఈ                 1                2,     

               3      .             (Integers)              , 

          ఏ          .                         (Real Number System) 

         ,           ఏ                            .         

                     ,                                 

      ,     ఏ                   .                                , 

           . ఈ                ,       18                  

        ఈ            కంతి చిత్రం    ,                .         

                         ఈ                   .       

2.3                 : 

 x = x1             ,             ,            ɛ>0 ,  'x'     x1  

       , |f(x) - L| < ɛ                          | x-x1|< ẟ       x         

       ɛ                ẟ             , f(x)                  .   

 

 



2.4               

      , f(x)      , (L)                  .      , f(x)       , (L) 

       6.00       (x1)                   .      | x-x1| = ẟ         

f(x)       (L)                                   . 

      (L)    ɛ = 10,000  ళ                                    ,  

|f(x) - L|                                  .         |f(x) - L| = 10,000 

    = ɛ. 

       6.00       (x1)                       ?    5      

     ,              | x-x1| = ẟ = 5     . 

             , ɛ = 10  ళ         ,      ẟ = 2      .             ɛ = 1 

      ,          , ẟ = 0.4,            .                  

               ,                                 . 

                    ,                       , ఈ           

(ẟ),     (ɛ )            ,      (f(x),        (L)     ẟ       ɛ            

      (static picture)       . 

2.5           : 

                      .                             ,      

                                               . ఈ       , 

                                                . 

2.5.1                      : 

                   , y = f(x),                          . 

2.5.1.1       -I: 

                 y = ax+b,    ,  

                     Lt. y = aN + b 

                     x → N 

 

     :   y = 5x+7          .  

     Lt. y = aN + b     = 5(2) + 7 = 10+7 = 17 

             x → 2 

 



2.5.1.2       -II:  

 y = f(x) =  b,    , 

  

                     Lt. y   =   b 

                   x → N 

 

       ఈ                       ,                    .   ఈ       , a = 0 

      ,                                  . 

     :  y = 7          .  

                                                 y = 7  

                                     x → 0 

 

2.5.1.3        -III:  

 y = f(x) =  y = x,    ,, 

  

                           Lt. y   =   N 

                         x → N 

 

     :   y = f(x) =  y = x
3
,    ,  

                          Lt. y   =   2
3
 = 8 

                          x → 2 

 

                y = f(x) =  y = x
k
,    ,  

                          Lt. y   =   N
k
 

                         x → N 

2.5.2                                    

             x                            , y1 = f(x), y2 = g(x)                  

x → N          L1, L2              ,                      

2.5.2.1        IV -       -                  : 

                               ,                               

   ఈ             .     

                          Lt. (y1 +y2) = L1 + L2 

                          x → N  

Lt.2y1 = Lt.(y1+y1) = L1 +L2 = 2L1                 

 x → N     x → N 

 



2.5.2.2        V –                : 

                                ,                                       

            .    , 

Lt. (y1, y2) = L1 . L2 

x → N  

                                    

Lt.(y1, y1)    =    Lt.(y1)
2
 = L1 L1  = L1

2 
     . 

   x → N             x → N 

 

2.5.2.3        VI –                : 

                  ,                                .  

      , L2                          .     ,                . 

                        Lt. (
2

1

y

y
)   = 

2

1

L

L
 = L2 ≠ 0 

                         x → N        

 

2.5.2.4        VII –         : 

                                                           ,       

             .                     .: 

                  Y = a0 + a1x1+a2x2
2
+a3x3

3
+a4x4

4
+    +anxn

n
 

ఈ          

Lt.[f(x) ±g(x) ±h(x) ±........] 

2.6                          : 

                                                 . ఈ        , 

                     ,                                    . 

2.6.1       - 1. 

                           y = 
x

x





2

1

 
      x → 0                        .

 

      : x        0            ,               ,            

                       Lt. 
x

x





2

1
x → 0 = 

02

01




= 

2

1
= 0.5. 



2.6.2       - 2. 

               y = 
x

x





1

1 2

       x → 1                        . 

      :           x        1                      ,          

                 . 

                              Lt. 
x

x





1

1 2

 x→ 1           = 
0

0
  

    ,     x = 1          .                   x             

                   .     , x→ 1 x ≠ 0          .             (1-x)     

  ,                                                         . 

              Lt. 
11

1 2



 x
 x→ 1 = Lt. 

11

11 2




 x→ 1 = Lt. 

)1(

)1)(1(

x

xx




 =  Lt.(1+x) = 1+1 = 2.   

                                                                                                    x→ 1 

2.6.3       – 3. y = 
1

52





x

x
       x →  ∞                        . 

 

      : x         ,                     .        ,             

∞        ,                                          .           

            .     ,          ,            ,      x      

      . 

2x+5  x+1                           . 

x+1)2x+5(2 

       2x+2,                                         

       (-) (-) 

---------------- 

                                      3 

               , y = 2+ 
1

3

x
 

 

                         ,  

Lt.(y) = Lt.(2) + 
)1.().(

)3.(

LtxLt

Lt


 = 2 + 

1.).(

3

Lt
 

as x→∞  as x→∞   as x→∞          as x→∞ 

 
                            2+ (3/∞) = 2+ 0 = 2           

                        ఈ            2. 

 



2.6.4       – 4. x     2           , y = 
2

42





x

x
 

 

                .  

      :                .                          a
2
-b

2
 = (a+b)(a-b) 

                       .               

                      y = 
2

222





x

x
 

            a
2
-b

2
 = (a+b)(a-b)                      . 

                  y =
)2(

)2)(2(





x

xx
 

   ,              (x-2)         ,          (x+2)      .             

x→2          ,  

                    Lt. (x+2)   = Lt.(x) + Lt.(2) = 2 +2 = 4           , 

                             x→2      x→2    x→2 
 

2.6.5       – 5. x     ∞           , y = 
1

1
2

2





x

x
 

 

                . 

      :                              ,               (∞)     

            ,                       .    ,         x          

                       .                   (terms) x2      ,  

                             y =  
222

222

/1/

/1/

xxx

xxx




 

                            y =      
2

2

/11

/11

x

x




           , 

x,                      ,     ,                                 

   ,     Lt.(y) = 
)/1.()1.(

)/1.()1.(
2

2

xLtLt

xLtLt




 = Lt.(y) =   

01

01





 

                                   x→∞            x→∞         

                            
       x                   1/x

2
               . 

2.6.6       – 6. x     3           , y = 
3

652





x

xx
            

     . 

 

      :                   ,    x     3            ,    ,       

                             ఈ                 . 

 



                      y = 
3

652





x

xx
 

                      y = 
3

6322





x

xxx
 

                      y = 
3

)2(3)2(





x

xxx
 

                      y = 
)3(

)3)(2(





x

xx
 

   ,              (x-3)         ,     (x-2)            .     3  

         , (x-2)                   .      x        3           

   , 

  Lt. y = Lt.(x-2)  =  3-2 = 1.  

                     x→3    x→3 

2.6.7       – 7. x     3              , y = 
6

15174
2

2





xx

xx
           

     . 

 

      :    ,                          ,                       

                  ,  

                      y = 
6

15174
2

2





xx

xx
 =  

623

155124
2

2





xxx

xxx
  

                   4x,               -5                . 

                          x,               2          

     .  

                       y = 
)3(2)3(

)3(5)3(4





xxx

xxx
 

                                   y = 
)3)(2(

)3)(54(





xx

xx
 

   ,              (x-3)         ,     y =
)2(

)54(





x

x
       .

 

 

x     3              , y =
)2(

)54(





x

x
     ,    ,                     

             , 

.                  Lt.y = 
)2.(

)54.(





xLt

xLt
 

                  x→3       x→3 



 

                 Lt.y = 
)23(

)5)3(4(




 

                 x→3      x→3 

 

                 Lt.y =  
)5(

)512(
(


 = 7/5.            

 2.6.8       – 8: x →2,         , y = 4x
2
+3x-10                 . 

 

      : x     2              ,                             .  

                

                 Lt.(y) = Lt.(4x
2
+3x-10)  

                 x →2      x →2  

  

                           = Lt.4(x
2
) + Lt.3(x)-Lt.(10) 

                                x →2      x →2   x →2 

 

                           = 4(2
2
) + 3(2)-10 

 

                           = 4(4) + 3(2)-10 

 

                           = 16 + 6-10 = 22-10 = 12. 

 

2.6.9       – 9. x →1,         , y =[(2x
2
+4x+1)(x-4)]                 . 

 

      : x →1,         , y =[(2x
2
+4x+1)(x-4)]                    ,  

                  Lt.(y) = Lt.[(2x
2
+4x+1)(x-4)] 

                  x →1      x →1  

  

                           = [Lt.2(x
2
) + Lt.4(x)+Lt.(1)]. [Lt.(x-4)] 

                                x →1      x →1                x →1  

                            

                           = Lt.2(1
2
) + Lt.4(1)+Lt.(1).Lt.(1-4) 

 

                           = [2(1) + 4(1)+1][-3] 

 

                           = [2 + 4 + 1][-3] 

                          

                           = 7(-3) = -21 

 

2.6.10       – 10.                 ,                     

                      .    ,                              ,    

          .                             .                   , ఈ 

              : 

             r = 2+ + 
K

a

 



     r           , K                          a                 

            (     ).                                    , 

      ,          : 

                                    Lt. (r) = Lt. 2 + Lt.(
K

a
) 

                                   K→∞  =  K→∞    K→∞  

   

                            = 2 + 0  (       a        ) 

2.7                                    
 

       ,                                        

           .                     (finite value)         ,   

                (Difference Quotient)                                  

           .                                               

                   ,                      ,          ,  

ఈ                                                  : 

i. y = x
n
              (Power Function)       , n.n

(n-1)
, 

ii.        (Constant)           (Zero)       . 

iii.         ,                    ,     y = c.x
n
 ,         ncx

(n-1)
. 

 

                              ఈ                

          . 

2.7.1       11:              : 

 

                      Lt. 
)(

)(

ax

ax nn




 

                     x→a 

      :                                           

         .     ,                          ,                   . 

    ,                          , 

                     

)()(

)()(

a
dx

d
x

dx

d

a
dx

d
x

dx

d nn





 

x
n
       (

dx

d
(x

n
)), n.n

(n-1)
           .         (a)     n        , (a

n
)         

     .                          .                            

                  .   x
n
                   x    x

1
        1 (       

n.n
(n-1)

 = 1.1
(1-1)

 = 1
0
= 1                 ). ఈ      



                           
)01(

)0( 1



nnx
 = 

1

1nnx
 = 

1nnx               
                                       

 

                            , 

                             Lt. (
1nnx )  = na(n-1) 

                            x→a 

2.7.2       12:              : 

                      Lt. 
)3(

)27( 3





x

x
 

                     x→3 

      :                                       ,      

         .     ,                         ,                   . 

                          ,                               

   ,  

                =     

)3()(

)27()( 3

dx

d
x

dx

d
dx

d
x

dx

d





 

                 =      
)01(

)03( 13



x
  = 

133 x = 3x2           . 

     x→3       , 3x2
                      , 

                  = 3.(3)
2
 = 3(9) = 27.           

 

2.8             : 

                    ,            "             "              

               .                                           

         “      ”                                    . 

 

2.8.1         -        

        , y = f(x),  x        (             x              ) N       

            ,                     , x = N,       , ఈ        f(N)  

            , (      (y)          ),        ,  N          

         (Continuous)              .                    , “       ” 

                           .  

i) N-                               ; 

ii) x → N        ,                            ; 

iii)             f(N)                . 



                      ,                  (N, L) 

                         .                           ,     

                   ఈ              .       ,                  , 

            , N                          ,                      

         (N,L)                        .                        

        ,                        .       ఏ ,               

                        . 

     2.1 (a)              ,                           

      N-                 . N-                      . x→N   

      ,       y     L         .        N                      

     .                           , N            o       . 

             2.1 (b)                   N            o  

     .                     N      x         L               

     .        , L     N                 .                   

   , x = N                   (smooth)            .       2.1(b)          , 

              (Sharp point)    .        ,           o  

         .   

     2.1(c)                 N                  .       ,   

              .       , ఈ                                

           .    ,       (0,N)       ,                 (N, ∞)         

                     .           L1, L2       (Range)              

   . 

      ,     - 2.1(d)                 x= N                .  ఈ        , 

                                      ,  N               

       ఏ     . 

             ,     -2.1( )                            

                      .                (Domain)          (Range) 

                  ,                         .   

 

 

 

 

 

 

 



    2.1              ,            

 

     Y                                                                                 y 

 

 

 

                                                                                         L                                      *            

       L                                    *     

 

 

 

          0                                 N                         x                 0                                  N                               x 

                                   Figure 2.1 (a)                                                             Figure 2.1 (b) 

 

     Y                                                                                 y 

 

 

     L1                                     * 

                                                                                      M 

      L2                                   * 

 

                                                                                                                                 * 

       0                                   N                         x              0                                      N                                x      

                                   Figure 2.1 (c)                                                             Figure 2.1 (d) 

     

  ళ         ,                                      ,         

                                                         

           .      2.1( )                                 

                                          .    ,         

                                     . 

v 



2.9       

              ,                                   ,     

ఈ      ‘        ’             .             ,         

                                  .                        

    .                       ,              ,                   .   

    ,  ఈ                      ,                                

            .                                .       

                     ,                                  

      . ఈ                                                     

           .          ,                                   

   ,              ,        .                                 

                   .                 ,                    

          .   ళ         ,                                 , 

                                  ,     ,              

        . 

2.10       

1. Limit of a function   :           

2. Sum-limit Theorem   :                           

3. Product limit theorem   :                

4. Quotient limit theorem    :                 

5. Continuity of a function   :               

6. Differentiability of a function  :              

 

2.11               

2.11.1               

1. Define limit of the function  

2. State sum-Difference theorem of limit 

3. Evaluate. Lt. (x2+3x-4) as x→2. 

4. Define continuity of a function 

1.                   . 

2.        -                         . 

3. Lt. (x2+3x-4) x→2                    . 

4.                         . 



 

2.11.2 Essay type answer questions 

1.                    . 

2.             : 

                Lt. 
)(

)(

ax

ax mm




 

              x→a 

                 ______________ 

                   Lt. 
)(

)(

ax

ax nn




 

             x→a 

 

3.  Lt. 
)3(

)27( 3





x

x

 

 

                     x→3 

   

4.                                     . 
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    - 1 

 

    - 3 

సరళ   ,  ర   స          ర    

 

 

           

 

3.0                    

3.1       

3.2           

3.2.1                    

3.2.2           

3.2.3   ,    θ 

3.2.4                             

3.3                          

  3.3.1           

  3.3.2            

  3.3.3            

  3.3.4            

3.4                         

3.5        ,               

3.6       

3.7       

3.8                

3.9              

 

 

 

 

 

 



3.0                  

ఈ                          ,     

i)          ,             ,         ,                      

      ;  

ii)                                                  ; 

iii)            ,            ,                        ; 

iv)                         ,                                 

   ; 

v)                                ,               ,             ,    

                              ;   

3.1       

                   ,                            

        .  ఈ     ,                                       

                        .                              .  

                                   .  ఈ                   

    ,              ,           ఈ                           

             .   

3.2 సరళ  :     

          ax +by+c=0             , a, b, c            , ఆ       , ఏ            

(First Degree Equation)        .   ఈ            b≠0       , (ax +by+c=0, by = -

ax-c,  y = -ax/b –c/b)    y = ,
b

c

b

ax 



  (ax +by+c=0, ax = -by-c,  x = -by/a-c/a),                      

x = ,
a

c

a

by 



                  .  ఈ                            

               .      ax +by+c=0                                .  

        , ఏ            ,        ఈ                      .    

ax+by+c=0       o,                                            .  

      ,   2x+3y-7=0                  , y = 2x+3, x=3y-5           

           .                ,                  ,          

     . 

 



3.2.1 సరళ      ర      (Intercept of the Linear Curve)   

          x, y      A, B                , OA, OB   , x, y      ఆ     

       "         " (Intercepts)        .  

                                3.1   a, b                

                                               + y 

                                                  B                                        

 

 

                  -x                             O                  A              +x 

 

                                                 -y 

OA =a,OB = b    , AB,                 , 1
b

y

a

x
                  .  

ఈ                                          .        , a = 5, b = 7 

   , ఈ          1
75


yx
      .     , 7x+5y-35 =0      .  ఈ a, b "     

         3.1          ,                    .  a,b            , 

                       .                      . 

    -3.2     ర       , a        , b        

                                              + y 

                                                  B                                        

 

 

                  -x                             O                  A              +x 

 

                                                    B 

                                                                -y 

  ఈ a, b "              3.2          , a,        , b             .  

                  

 



    3.3     ర       , a        , b         

   

                                               + y 

                                                  B                                        

 

 

                  -x         A                     O                               +x 

 

                                                 -y 

 

      3.3          , ఈ a, b "            a         , b             .  

    3.4     ర       , a, b              

                                               + y 

                                                  B                                        

 

 

                  -x         A                     O                               +x 

 

                                                 -y 

    3.4          , a, b "                      ,     . 

                                         .       , 

          ,           ,                  .       , x, y           

                              . 

3.2.2 సరళ      (Slope of the Linear Curve) 

                     P, Q                     .  P     X  

             , Q     y                      , N     

                .      , AB        , PN            (Horizontal Distance) 

              , NQ              (Vertical Distance)         .      NQ/PN 

                        AB                       , ఆ      

      .  AB          PQ                  , ఈ                  



                                          .        , AB,        , 

P1, Q1                        .   P1     X       . Q1     y       

               , N1                     .            , PQN, 

P1Q1N1                 .            NQ/PN = N1Q1/P1N1            . 

X -              , ఈ             AB           (Slope of the Line AB)     . 

                                3.5   సరళ       

                                               + y 

                                                  B    Q                                  

                                                     N      P 

                                                                    Q1 

                                                                N1        P1 

                -x                             O                            A      +x 

                                                 -y 

           , ఆ            ఏ                          . 

   ,         ఏ       (steepness)             ,          ,      

     .  ఈ           3.5              .   

    3.6  సరళ          ,            

          P 

                                               + y                     P4 D 

                                                                         P3   C             

                                                                         P2       B 

                                                                         P1               A 

                  -x                              O                M                             +x 

 

                                                 -y 

OA    =  
OM

MP1
 , OB    =  

OM

MP2
, OB    =  

OM

MP3
, OB    =  

OM

MP4
.      3.6  

        ,       ఏ              ,                     .      

   
OM

MP1
 <    

OM

MP2
<  

OM

MP3
<  

OM

MP4
  

OM

MP4
>

OM

MP3
>

OM

MP2
>

OM

MP1
. 

 



3.2.3   ,    θ 

         X-              , ఆ        - θ     . 

   -  θ  =  
OA

OB
  

  X -      , X –              .      , X –                 ఏ 

                  .                ,        ఏ              ,     

                .         ఏ          , Y-                 , 

       90
౦
        .      , X    , Y      90

o
           . 

                                                 ఈ      

        

1.                       -                          . 

2.                                ,            o   ,              

          ,                     . 

3.          ఏ              ,                     . 

4.  X -           , Y -             . 

3.2.4                      సరళ    

         , (x1, y1), (x2, y2)                   ,       

12

12

xx

yy




  , 

         , (y-y1) =

12

12

xx

yy





 

(x-x1)            .     m                ,                        

                           (y-y1) =m

 

(x-x1)      .   

    3.7                       సరళ     

                                               + y                                                 B 

                                                                                        * (x2, y2)                                                    

                                                                     * (x1, y1)                               

                                                                      

                  -x                 A          O                                           +x 

 

                                                 -y 

 



       ,           (2,5), (4,8)                ,           

                       (y-5) = 
24

58





 

(x-2)       .   

                       (y-5) = 
2

3
(x-2) 

                        (y-5) = 
2

1
(3x-6) 

                     

 

)63()5(
1

2
 xy

  

                       2y-10 = 3x-6 

                      -3x+2y-10+6=0 

                       - 3x + 2y-4=0    

                          3x-2y+4 = 0 

3.3  ర   స    సరళ       ర    

  

                                     .               

                            . 

3.3.1            

                           ఆ                           .  

                                        .                   

   , C = f(Yd).                C=a+bYd.  ఈ         C            , Yd  

   ర ఆ            .        , C = 500+0.8Yd              

       . 

    3.8            

                                                  C                                               
C=a+bYd 

                                                                                                                                             

                                                                       b                              

                                                           a           

                  -Yd                           O                                             +Yd 

 

                                                 -y 

ఆ                                                     3.8  

            .       ఈ       ‘a’          .                     



        (Marginal Propensity to Consume)         .  ఆ              , 

      ఏ                                 .              

     , C = 500+0.8Y    , ఆ    100          ,       80      

      . 

3.3. 2            

                      ,              ,       ఆ              

             .  ఏ              (  ) ,             ఈ      

       .   

 Qd = a-bP.  a>0, b<0. 

     P   ,Q                    .                       

    y-                       ,                 .         

                                ,                             

                                              .   

                                3.9        సరళ     

                                               +P 

                                                   D                                 

                                                            

                                                            a         

                                                                       b 

                                                    O                        D       +Q 

 3.3.3 స                

                                      ,                   

                                               .          ,           

      ఆ          .                                 ఆ            .  

                                 ,                    .       

        ,                     , ఏ               (  ) , ఈ      

       .  ఈ      ఆ                         (Partial Equilibrium 

Model)     . 

               Qs = -c +dP.  C<0, d>0 

 



                                3.10   స    సరళ     

                                               +P                            S           

                                                                                    

                                                            

                                                                     

                                                                 d       

                              -Q                     O                            +Q 

                                                               S           -c 

                                                            -P 

 3.3.4     స          (Partial Equilibrium State) 

          ఆ               ,                                

   ,                   .  ఆ                  ,                

          .                           ,                         

            ఆ             .                        ‘           ’ 

    . 

మన నమూనాలో మూడు సమీకరణాలు ఉనాా యి.    

 1. Qd = a-bP,                 

            2. Qs = -c +dP,                     

            3. Qd = Qs,                              

                      .    , Qd, Qs, P.              , Qd, = Qs     , 

          Q          .       

Q =   a-bP    ----1 

Q = -c +dP   ---2 

Qd = Qs,       ----3 

   ,                        o            

  a-bP    =  -c +dP    

                       -bp-dp  = -c –a 



                 (-                 ) 

                        bp+dp = c+a  

                         (b+d)P = c+a        

                    ,  Pe = 
db

ca




 

ఈ                       (Parameters or Constants)                  .     

    ,                                         

                         ,               ఏ       

        ,                           .                  

    ,                , 

                      Q =   a-bP                               

   = a-b 
db

ca




 

                        = a 
db

bcab




 

                        =  
1

a

db

bcab




 

                        =   a(b+d)-ab-bc 

                               (b+d) 

                       =  
db

bcabadab




 

                    Qe =  
db

bcad





 

                                3.11   స           

                                               +P                            S           

                                                                                    

                                                Pe                       E           

                                                                     

                                                                 d       

                              -Q                     O            Qe                +Q 

                                                                          -c 

                                                            -P 



ఈ      ,                                             . 

    ర : 1 

                               .              ,           

            . 

 a = 400, b = -2, c = -80, d = 34 

    ర : 

         :    Pe   =   
db

ca




   = 

342

80400




 =  

32

320
 = 10                                                                       

         :  Pe   = 
db

bcad




  = 

342

)]80)(2[()]34)(400[




 =  

32

16013600
 = 

32

13440
= 420 

   ర : 2 

Qd = Qs,                     ,  Qd = 8-2P, Qs, = -4+4P.                   

     ,            .                              

    ర : 

            1. Qd = a-bP    =  8-2P,                   ---1 

            2. Qs = -c +dP  = -4+4P,                       ----2 

            3. Qd = Qs,                                              - --3 

           = Qd = Qs 

   ,                        o           ,  

                      8-2P  =  -4+4P 

                    -2P-4P =  -4-8 

                    2P+4P  = 4+8 

                          6P  =  12 

                          Pe  =  12/6 = 2 

                    o   Pe               

                    Q  =  8-2P 

                    Qe  = 8-2(2) = 8-4 = 4   

 

 



          o   Pe               

                   Q  = -4+4P 

                   Q  = -4+4(2)  =  -4+8 = 4 

               , Qd = Qs = 4 

3.4 సరళ   ర  స              (Linear General Equilibrium 

Model) 

                              ,               .        

ఆ           ,                    .       ఆ                     

                                        .                   

                                        ,                 

(Excess Demand)           .     , Qd-Qs = 0.                         

        ,                                             

    .     , Qdi-Qsi = 0, I = 1, 2, 3,….n.                    ,           

      ఏ                  .                            

               (General Equilibrium Model)     .   

                                      : 

Qd1-Qs1 = 0    --------------------1,                                

Qd1 = a0+a1P1+a2P2--------------2          ,                 

Qs1 = b0+b1P1+b2P2--------------3          ,                 

Qd2-Qs2 = 0    --------------------4                                  

Qd2 = 0 + 1 P1+ 2 P2--------5             ,                 

Qs2 = 0 + 1 P1+ 2 P2----------6            ,                 

         o   ,      ,                     , 

(a0+a1P1+a2P2)  -  (b0+b1P1+b2P2)  = 0 

a0+a1P1+a2P2-b0-b1P1-b2P2  = 0 

(a0 - b0)+(a1 -b1)P1+(a2-b2)P2  = 0 ------7 



          o   ,  ఐ  , ఆ                   , 

( 0 +
1 P1+ 2 P2)-( 0 +

1 P1+ 2 P2)  =  0 

( 0 +
1 P1+ 2 P2- 1 P1- 2 P2)  =  0 

( 0 - 0 )+(
1 -

1 )P1+(
2 -

2 )P2  = 0  ………8 

(ai - bi) = ci , i = 0,1,2 

            ( i - i ) = i , I = 0,1,3             . 

c0+c1P1+c2P2  = 0               c1P1+c2P2     =  -c0      ------9 

γ0+ γ1P1+ γ2P2  = 0               γ1P1+ γ2P2  =  - γ0 -------10 

ఈ ఏ                                 

                

21

21



cc
          

2

1

P

P
   =     

0

0



 c
 

                          A                    X        =       B  

                  ,                     ,               

                   .                      14              .   

 

             ర      

                P1 = 
ADet

D

.

1 ,  P2 = 
ADet

D

.

2  

     D1    ,           ,                             , 

                                                         

      .  D2    ,           ,                              , 

                                                         

      . 

             ర   

  Det. A =  

21

21



cc
 =  | A |  =  c1γ2-c2γ1 

 

 



D1, D2,           ర   

Det. D1 =  

20

20



 cc
 =  | A |  =  -c0γ2+c2γ0 

Det. D2 =  

01

01

 

 cc
 | A |  =  -c1γ0+c0γ1 

       P1 =  
ADet

D

.

1  = 
1221

0220

c-c

c+c-




       =    P2 = 

ADet

D

.

2  

 

3.5 సరళ స  ,             :  

                    ,                ఆ             .         

           ఆ                   .     , C =f(Q).               

            ,                  .                         

      ,                                 .  ఈ               

                      ఆ          .                         

                               ,                         

        .       ఆ               (AR),              (MR) X-            

            .        AR     MR             .   

              3.12   స  ర            స  ,                

                                        AR/MR                                       

                                                                                    

                                                   R                                         AR = MR 

                                                                     

                                                                                      AR       

                              -Q                 O                               Q 

                                                                                              MR 

   ఏ        AR, MR                      ,                  .  

                                          .               

                                   ,          ,               

       .                ,                               



      ,                    .                             

     . ఈ           3.13           .                   

                                    3.13            స  ,                

                                        AR/MR     e ~ ∞                                   

                                                               e>1                     

                                                                        e =1 

                                                                                    e<1 

                                                                                             AR  e=0     

                              -Q                O                                           +Q 

                                                                                             MR 

                                                             

                      ,                     ఆ             

             . 

                                                3.14                                                                                

                                                   S                                        S 

                                                                         

                                                                                     

                                                                                                

                              -Y                O                                             Y                     

                                                               S           

                                           3.15                                                                                       
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  3.6      : 
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3.7       

1. Straight line   :        

2.  Intercept   :           

3.  Slope    :    

4. Horizontal axis  :         

5.  Vertical axis   :          

6. Demand curve  :         

7.  Supply curve   :          

8.  Consumption curve  :         

9.  Savings Curve  :         

10.  Investment curve  :          

11. Average Revenue Curve :            

12.  Marginal Revenue Curve :               

 

3.8               

3.8.1    స          

1.                       . 

2.          ,                        . 

3.                           ,             ఆ            . 

4.    ,                                       . 

 

3.8.2   స  ర  స          

1.          ,                                . 

2. (1,4), (3,1)                                          : 

3.  Qd= a-bP, Qs = -c+dP,  Qd = Qs,                        ,      ,   , 

                .   



4.                                                       , 

  ,                 . 

Qd1-Qs1 = 0    

Qd1 = a0+a1P1+a2P2  

Qs1 = b0+b1P1+b2P2   

Qd2-Qs2 = 0       

Qd2 = 0 +
1 P1+ 2 P2 

Qs2 = 0 +
1 P1+ 2 P2 

3.9              
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bÍsÄÁ+ ` 4         ne¿£\q+ (DIFFERENTIATION)

$wŸjáT ç¿£eT+ :

4.0 –<ûÝXæ«\T

4.1 ne¿£\q+ ` “sÁÇ#áq+

4.2 ne¿£\q d¾<‘Æ+Ô�\

4.2.1 yîTÔáï “jáTeT+

4.2.2 \‹Ý|ŸÚ “jáTeT+

4.2.3 $uó„¿£ï “jáTeT+

4.2.4 >=\TdŸT “jáTeT+

4.2.5 dŸ+esÁZeÖq “jáTeT+

4.3 nuó²«dŸ+

4.4 #á<ŠTee\d¾q |ŸÚdŸï¿±\T

4.5 eÖ~] |Ÿ¯¿Œ± ç|ŸXø•\T

4.0  –<ûÝXæ\T, \¿Œ±«\T :

‡ bÍsÄÁ+ #á~$q ÔásÁTy�Ôá ‡ ç¿ì+~ n+Xæ\™|Õ eTqÅ£” ne>±VŸ²q @sÁÎ&ƒTÔáT+~.

ne¿£\q+ ` “sÁÇ#áq+

ne¿£\q+ýË“ sÁ¿±\ dŸÖ¿£Œˆ nsÁœXæg+ýË ne¿£\+qT –|ŸjîÖÐ+#á³+

4.1 ne¿£\q+ ` “sÁÇ#áq+ :

nsÁœXæg+ýË eTqeTT $$<óŠ €]œ¿£ #á\s�Xø—\ eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<ó‘\qT n<óŠ«jáTq+ #ûdŸÖï –+{²+. <‘VŸ²sÁDÅ£” ÿ¿£

edŸTïeÚ jîTT¿£Ø &�eÖ+&ƒTÅ£” (Demand) <‘“ <óŠsÁÅ£” (price) >·\ dŸ+‹+<óŠeTT eTqeTT dŸÖ¿£Œˆ nsÁœXægeTTýË n<óŠ«jáTq+

#ûdŸÖï +{²eTT. <‘““ &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT n+{²sÁT.

‡ ç|ŸyûTjáÖ\ýË ÿ¿£ #á\s�¥“ dŸÇÔá+çÔá #á\s�¥jáT“ (independent variable) eTs=¿£ <‘““ |Ÿ]Ôá+çÔá #á\s�¥jáT“

(dependent variable) �|s=Øq³+ ]y�E. –<‘VŸ²sÁDÅ£” &�eÖ+&ƒT ç|ŸyûTjáT+ýË y “ ÿ¿£ edŸTïeÚ jîTT¿£Ø &�eÖ+&ƒT

|Ÿ]eÖD+>±qT, x “ € edŸTïeÚ jîTT¿£Ø <óŠsÁ>±qT uó²$�dï  y f x  nHû dŸMT¿£sÁD+ <‘Çs� &�eÖ+&ƒT ç|ŸyûTjáÖ“• dŸÖº+#áe#áTÌ.

‚+<ŠTýË x dŸÇÔá+çÔá #á\s�¥ýË eÖsÁTÎ È]ÐÔû, y |Ÿ]Ôá+çÔá #á\s�¥ýË Å£L&† eÖsÁTÎ\T ÈsÁ>·&ƒeTT dŸVŸ²ÈeTT. ‡ eÖsÁTÎ\ýË
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e#ûÌ >·Ü¯ÔáT\qT ne¿£\q+ <‘Çs� ¿£qT>=qe#áTÌqT.

 y f x nHû ç|ŸyûTjáT+, ÿ¿£ “¯’Ôá ne<óŠT\ýË n$ºÌÛq•eTsTT, x ýË x  nHû eÖsÁTÎ È]ÐÔû, <‘“ e\q y ýË y

nHû eÖsÁTÎ È]ÐÔû ç¿ì+<Š #áÖ|¾q $<óŠ+>± ne~ó“ >·qT¿£ ¿£qT>=q>·*Zq³T¢ nsTTÔû, € ne~ó“ ne¿£\“ (derivative) n“

n+{²sÁT.

   
x 0

f x x f x
lim

x 

  



‡ ne¿£\H�“• ¿=+ÔáeT+~ ne¿£\q >·TD¿£eTT (differential coefficent) n“ Å£L&† n+{²sÁT. B““

 
dy

, f x , y
dx

   n“ >±“ çy�kÍïsÁT.

¿=“• eTTK« ne¿£\q\T :

1. ny x  nsTTÔû 
n 1dy

n x
dx

 

2. xy e  nsTTÔû 
xdy

e
dx



3. y log x  nsTTÔû 
dy 1

dx x


4. xy a  nsTTÔû 
xdy

a log x
dx



5. y c  d¾œsÁ dŸ+K« nsTTÔû 
dy

0
dx



‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT\T @¿£|˜ŸÖÔá ç|ŸyûTjáTeTT\T nsTTq|ŸÚ&ƒT ne¿£\q dŸÖçÔáeTT\T.

1.  ny a bx   sTÖÔá ç|ŸyûTjáT+ / ‹VŸQ|Ÿ~ ç|ŸyûTjáT+ nsTTÔû    n n 1
y a bx n a bx b


   

2. A bxy a   kÍ<ó‘sÁD |˜ŸÖÔ�+¿£ |˜Ÿ+¿£ŒHŽ nsTTq³¢sTTÔû    A bx A bx
a

dy d
a a log b

dx dx
   

3. a bxy e   KºÌÔá |˜ŸÖÔá+¿£ ç|ŸyûTjáT+ nsTTq³¢sTTÔû  a bx a bxdy d
e e b

dx dx
   

4.  ey log a bx   dŸ+esÁZeÖq ç|ŸyûTjáT+ nsTTq³¢sTTÔû   e

dy d 1
log a bx b

dx dx a bx
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4.2 ne¿£\q d¾<‘Æ+Ô�\T :

ne¿£\q d¾<‘Æ+Ô�\T HûsÁTÌÅ£”Hû eTT+<ŠT ÿ¿£ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì eTT+<Š d¾œsÁ >·D¿£eTT+&û ne¿£\H�“• ¿£qT>=q³+ @ý²

nq•~ HûsÁTÌÅ£”+<‘+.  y c f x   nHû sÁÖ|Ÿ+ýË ç|ŸyûTjáTeTT+&ž c nq•~ d¾œsÁs�¥, f(x) nHû~ ç|ŸyûTjáTeTT.

  dy d
c f x

dx dx
  

      c f x 

n+<Š#ûÔá ÿ¿£ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì d¾œsÁ>·TD¿£eTT –q•|Ÿð&ƒT, <‘““ ‹jáT³Å£” r�dd¾, € $TÐ*q ç|ŸyûTjáÖ“¿ì ne¿£\““

¿£qT>·T+fñ dŸ]bþÔáT+~.

–<‘VŸ²sÁD :    5y f x 5x 

4.2.1 yîTTÔáï+ “jáTeT+ (Sum rule) : Âs+&ƒT >±“ n+Ôá¿£+fñ m¿£Øe >±“ ç|ŸyûTjáÖ\ yîTTÔáï+ ne¿£\“, €jáÖ yû¹sÇsÁT

ç|ŸyûTjáÖ\ ne¿£\“\ yîTTÔ�ï“¿ì dŸeÖq+.

y = u + v + w nqTÅ£”+<‘+.

n|Ÿð&ƒT        
dy d d d d

u v w u v w
dx dx dx dx dx

     

ný²Hû y = u + v - w nsTTÔû

     
dy d d d

u v w
dx dx dx dx

  

–<‘VŸ²sÁD : ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” ne¿£\“\T ¿£qT>=q+&�.

1. 3 4y x x 

   3 4dy d d
x x

dx dx dx
 

3 1 4 13 x 4 x    

2 33x 4x 

2.
3 5 25 6

y x x 3x
4 7

  

     3 5 2dy 5 d 6 d d
x x 3 x

dx 4 dx 7 dx dx
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3 1 4 1 2 15 6
3x 5 x 3 2x

4 7
        

2 3 35 6
3x 5 x 6x

4 7
   

2 3 315 30
x x 6x

4 7
   

3.  
1/2

y 3x 2   ‡ ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£” ne¿£\q+ #ûjáT+&�.

‡ ç|ŸyûTjáT+  nax b  sÁÖ|Ÿ+ýË –+~ ¿±‹{ì¼

   n n 1
y ax b n ax b


    

 
1/2dy d

3x 2
dx dx

 

     
1

1
2

1
3x 2 3

2


  

     
1

1
2

3
3x 2

2


 

    
1 2

2
3

3x 2
2



 

    
1

2
3

3x 2
2


 

4.  
3

23
y 4 4 2x 7 4 2x 1

x
     

™|Õ dŸMT¿£sÁDeTTqT ç¿ì+~ $<óŠeTT>± çy�jáTe#áTÌqT.

   
311 22y 4 3x 5 2x 7 4 2x 1     

™|Õ dŸMT¿£sÁDeTTqT x <Š�cÍ¼« ne¿£\q+ #ûjáT>±

   
311 22

dy d
4 3x 5 2x 7 4 2x 1

dx dx
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311 22

d d d d
4 3 x 5 2x 7 4 2x 1

dx dx dx dx
      

      
1 31 11 1 2 22

1 3
0 3 1x 5 2x 7 2 4 2x 1 2

2 2


 

  
          

    

     
1 1

2 2
2

2
0 3x 5 2x 7 6 2 2x 1

2

  
      

 

     
1 1

2 2
23x 5 2x 7 6 2 2x 1

     

5.
4 1

y 2x 1 2x 1
1 2x

    


™|Õ ç|ŸyûTjáTeTTqT ç¿ì+~ $<óŠeTTx>± çy�jáTe#áTÌqT.

     
1 1 1

2 4 2y 2x 1 2x 1 1 2x


     

™|Õ ç|ŸyûTjáTeTTqT x <Š�cÍ¼« ne¿£\qeTT #ûjáT>±

     
1 1 1

2 4 2
dy d

2x 1 2x 1 1 2x
dx dx

 
      

 

           
1 1 1

1 1 1
2 4 2

d 1 1
2x 1 2 2x 1 2 1 2x 2

dx 4 2

   
        

         
1 3 3

2 4 2
2 1

2x 1 2x 1 1 2x
2 2

  
     

        
1 2 1 4 1 2

2 4 2
2 2 2

2x 1 2x 1 1 2x
2 4 2

   
     



        
1 3 3

2 4 2
1

2x 1 2x 1 1 2x
2

 


     

nuó²«dŸ+ : ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” 
dy

dx
\qT ¿£q¿ÃØ+&�.

1. 2y 4x x 8  
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2. 2 4y 2x 3x 

3. 6

1
y

x


4.
x

y

4 2
y x 5

x x
   

5. x 3 5 xy e x x 4   

Èy�‹T\T :

1. 8x 1

2. 34x 12x

3. 7

6

x


4. 2 8

4 14
1 57 log 5

x x
  

5. x 2 6 xe 3x 5x 4 log 4  

4.2.2 \‹Ý|ŸÚ “jáTeT+ (Product rule) : y=u, v ýË u, v \T  x ýË ç|ŸyûTjáÖ\qTÅ£”+<‘+. n|Ÿð&ƒT

   
dy d d

u v v u
dx dx dx

  

ný²Hû y = u, v, w nsTTÔû

     
dy d d d

uv w u v v v w u
dx dx dx dx

   

–<‘VŸ²sÁD :

(1)  2y 5x 1 3x 

 ‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ u, v sÁÖ|Ÿ+ýË –q•~ ¿±‹{ì¼ \‹Ý “jáTeTeTT

     
d d d

uv u v v u
dx dx dx

   

   2d d
y 5x 1 3x

dx dx
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     2 2d d
5x 1 3x 1 3x 5x

dx dx
    

       2 2d d d
5x 1 3 x 1 3x 5 x

dx dx dx

 
      

 

   2 2 15x 0 30 1 3x 5 2x     

where  
d

1 0
dx



   2 x5x 3 1 3x 10   

2 215x 10x 30x   

210x 45x 

(2) 
1 1

y x x
x x

  
    
  

dy d 1 1
x x

dx dx x x

   
      

   

1 d 1 1 d 1
x x x x

x dx dx xx x

      
          
      

‚¿£Ø&ƒ 
1

x
 qT 1x  >±qT, x  qT 1

2x  >±qT 
1

x
 qT 1

2x
  >± çy�jáTe#áTÌqT.

       11 1
2 2

1 d d 1 d d
x x x xx xx dx dx dx dxx

       
                 

 
1 1

1 1
1 12 2

1 1 1 1
x x x x 1 1 x

x 2 2 x

  
 

    
                 

 
1 2 1 2

22 2
1 1 1 1

x x x x 1 x
x 2 2 x

  


    
              

 31
22 2

1 1 1 1
x x x x 1 x

x 2 2 x
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2

1 1 1 1 1
x x 1

x 2 x 23 x x x

      
                

      2 2x 1 2x 3 x 3x 2x    

3 2 3 22x 3x 2x 3 2x 5x     

3 24x 7x 2x 3   

(3)    2 3 2y 4x 2x 8x 3x   jîTT¿£Ø ne¿£\qeTTqT ¿£qT>=qTeTT.

 y u.v nsTTq    
dy d d

u v v u
dx dx dx

  

   2 3 2dy d
4x 2x 8x 3x

dx dx
   
 

       2 3 2 3 2 2d d
4x 2x 8x 3x 8x 3x 4x 2x

dx dx
     

           2 3 2 3 2 2d d d d
4x 2x 8 x 3 x 8x 3x 4 x 2 x

dx dx dx dx

   
        

   

     2 2 3 24x 2x 8 3x 3 2x 8x 3x 4 2x 2          

      2 2 3 24x 2x 24x 6x 8 3x 8x 2     

4 3 3 2 4 3 3 296x 24x 48x 12x 64x 16x 24x 6x             

4 3 3 2 4 3 3 296x 24x 48x 12x 64x 16x 24x 6x       

4 3 2160x 112x 18x  

nuó²«dŸ+ : ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” 
dy

dx
 \qT ¿£q>=q+&�.

1.   2 2y x 3 2x 7   2.    4 3
y 7x 8 5x 1  

3.  5 2y x 2x 1  4.   5 2 3y x x x x  
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5.    2 33x 5 3 5x 

Èy�‹T\T :

1.  
22x 4x 13   2.      3 2

7x 8 5x 1 245x 148  

3.  2 4 24x x 2x 1  4.        5 2 2 3 4x x 3x 1 x x 5x 2x    

5.  33x 6 25x 25x 

4.2.3 $uó„¿£ï “jáTeT+ (Quotient rule) :

u
y

v
 ýË u, v \T x ýË ç|ŸyûTjáÖ\qTÅ£”+<‘+. n|Ÿð&ƒT 

   
2

d d
v u u v

dy dx dx
dx v

  


–<‘VŸ²sÁD :

(1)

2

2

x 1
y

x 2





 ‚~ 

u
y

v
  nHû sÁÖ|Ÿ+ýË –+~. n+<ŠT#ûÔá 

   
2

d d
v u u v

dy dx dx
dx v

  


2

2

x 1
y

x 2






2

2

dy d x 1

dx dx x 2

 
  

 

       

 

2 2 2 2

22

d d
x 2 x 1 x 1 x 2

dx dx

x 2

 
      



           

 

12 2 2 2

22

d d d d
x 2 x x x 1 x 1 2

dx dx dx dx

x 2

 
      



    
 

2 2 1 2 2 1

2
2

x 2 2 x 0 x 1 2x 0

x 2
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2 2

2
2

x 2 2x x 1 2x

x 2

  




 
 

3 3

2
2

2x 4x 2x 2x

x 2

  




 

3 3

22

2x 4x 2x 2x

x x

  


   
2

2

4x 2x

x 2




   
2

2

2x

x 2




(2)
1 2x

y
1 2x





\Å£”

dy

dx
¿£qT>=q+&�.

1 2x
y

1 2x





‚~ 

u
y

v
 n“ sÁÖ|Ÿ+ýË –+~ ¿±‹{ì¼

   
2

d d
v u u v

dy dx dx
dx v

 


   

 
2

d d
1 2x 1 2x 1 2x 1 2x

dy dx dx
dx 1 2x

    




  
   

 

1 1

2 2
d d

1 2x 1 2x 1 2x 1 2x
dx dx

1 2x

    




   

 

1 1
1 1

2 2
1 1

1 2x 1 2x 2 1 2x 1 2x 2
2 2

1 2x

   
        

  


   

 

1 1 2
2

2 2
2 2

1 2x 1 2x 1 2x 1 2x
2 2

1 2x
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1 1

2 21 2x 1 2x 1 2x 1 2x

1 2x

 
    




1 1
1 2x 1 2x

1 2x 1 2x

1 2x

    
      

     


   

 

1 2x 1 2x

1 2x 1 2x

1 2x

  

 




1 2x


1 2x 

   
3

2

2

1 2x 1 2x 1 2x
1 2x 1 2x


  

 

nuó²«dŸ+ : ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\qT 
dy

dx
\qT ¿£qT>=q+&�.

1. 
a x

y
a x





2. 

3

2

x
y

1 x



3. 

1 x
y

1 x





4. 

   x 1 2x 1
y

x 3

 



5. 2

3x 2
y

4x 3






Èy�‹T\T :

1.  2
2a

a x
2. 

 
 

2 2

2
2

x 3 x

1 x




3.  

2

1

x 1 x 4. 
 
 

2

2

2 x 6x 1

x 3

 


5. 

 
 

2

2
2

12x 16x 9

4x 3

  



4.2.4 >=\TdŸT “jáTeT+ (Chain Rule) : y nHû #á\s�¥ u ýË ç|ŸyûTjáTeTsTT, u, xýË ç|ŸyûTjáTeTsTTÔû y=f(u), u =  x

nsTTÔû n~ ç|ŸyûTjáTeTTýË ç|ŸyûTjáTeTeÚÔáT+~.

n|Ÿð&ƒT 
dy dy du

dx du dx
  neÚÔáT+~.

–<‘VŸ²sÁD :

(1) 2 2y t 3t 2, t x 5      nsTTÔû
dy

dt
qT ¿£qT>=q+&�.

 2dy d
t 3t 2

dt dt
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     2d d d
t 3 t 2

dt dt dt
  

2t 3 0  

2t 3 

2t x 5 

 2dt d
x 5

dx dx
 

   2d d
x 5

dx dx
 

2x 0 2x  

(2) 2 2 2y z 1, z t 1, t x 1      Å£” >=\TdŸT “jáTeT+ <‘Çs� 
dy dy dz dt

dx dz dt dx
  

2y z 1 

 2dy d
z 1

dz dz
  

   2d d
z 1

dz dz
 

   2d d
z 1

dz dz
 

2z 0 2z  

2z t 1 

 2dz d
t 1

dt dz
 

   2d d
t 1

dz dz
 

2t 0 2t  

2x 1 
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 2dt d
x 1

dx dx
 

   2d d
x 1

dx dx
 

2x 0 

dy dy dz dt

dx dz dt dx
  

2z 2t 2x  

8ztx

  2 28 t 1 x 1 x  

     
2

2 0 28 x 1 1 x 1 x t x 1
           



   4 2 28 x 2x 1 1 x 1 x     
 

4 2 28x x 2x 2 x 1         

nuó²«dŸ+ : ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\qT 
dy

dx
\qT ¿£qT>=q+&�.

1.  
5

2y x 2x 3   2. 2x 5y e  3. y 3x 4  4. 
1

y
2 3x




 5. 
1 x

y
1 2x






Èy�‹T\T :

1.    
4

210 x 2x 3 x 1   2. 2x 52 e  3. 
3 1

2 3x 4




4. 
3 1

2 2 3x



5.  3

3 1

2 1 x 1 2x 

3.2.5 dŸ+esÁZeÖq ne¿£\q+ :  @<îÕH� ÿ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT  y=f(x) nHû sÁÖ|Ÿ+ýË –+fñ, dŸ+esÁZeÖq ne¿£\q+ <‘Çs� 
dy

dx
qT

¿£qT>=qe#áTÌqT. ™|Õq –<ŠVŸ²]+ºq ç|ŸyûTjáÖ“¿ì ¿ìsÁTyîÕ|ŸÚý² (dŸVŸ²È) dŸ+esÁZeÖH�\T rdŸTÅ£”+fñ
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   log y x logf x    m&ƒeT yîÕ|ŸÚqTq• y, x ýË ç|ŸyûTjáTeTT ¿±‹{ì¼, log y jîTT¿£Ø ne¿£\“ 
1 dy

y dx
 (m+#ûÔáq+fñ,

ne¿£\“ 
1

y
 ¿±‹{ì¼, y, x ýË ç|ŸyûTjáTeTT ¿±‹{ì¼ >=\TdŸT “jáTeTeTT ç|Ÿ¿±sÁeTT y jîTT¿£Ø ne¿£\“ 

dy

dx
) Å£”&� yîÕ|ŸÚqTq•

ç|ŸyûTjáÖ“•, \‹Ý|ŸÚ ne¿£\q+ <‘Çs� ne¿£\““ ¿£qT>=qeýÉqT.

 
 

     
1 dy 1

x f x log f x x
y dx f x

     

     
 
 

   x f xdy
f x x log f x x

dx f x

  
      

  

–<‘VŸ²sÁD :

(1)
2x 3y x   nsTTÔû 

dy

dx
 ¿£qT>=qTeTT.

‡ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì Âs+&ƒT yîÕ|ŸÚý² dŸ+esÁZeÖH�\T rdŸTÅ£”+fñ

       2x 3
x

1 dy d d
log y log 2x 3 log x 2x 3 . log x log x 2x 3

y dx dx dx
        

1
2x 3 log x 2

x
   

2x 3
2 log x

x


  

2x 3dy 2x 3 2x 3
y 2log x x 2 log x

dx x x
    

       
   

(2)  
x

xy x Å£”
dy

dx
¿£qT>=q+&�.

   2xx xy x x   
n

m mna a  
 


™|Õ ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£” ‚sÁTyîÕ|ŸÚý² dŸ+esÁZeÖqeTTqT rdŸT¿Ã>±

 2xlog y log x
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2log y x log x

   2d d
log y x log x

dx dx
  2u x , v log x 

   2 21 dy d d
x log x log x x

y dx dx dx


2 2 11 dy 1
x log x 2x

y dx x
   

 
1 dy

x 1 log x 2
y dx
   

 
1 dy

x 1 2 log x
y dx

 

 
dy

y x 1 2log x
dx

  

 
2xx x 1 2 log x  

 
2 1xx 1 2log x


 

nuó²«dŸeTT :

(1)  
4x 5

22x 3x


 (2) xx (3)   2x 5
4x 5


 (4)  

 3x 2
23x 4


 (5) xxx

Èy�‹T\T :

(1)        
4x 5

2 2

2

4x 5 4x 3
2x 3x 4log 2x 3x

2x 3x

   
   

 
2.  xx 1 log x

(3)    2x 5 8x 20
4x 5 2log 4x 5

4x 5

  
   

 

4.    
23x 2

2 2

2

18x 12x
3x 4 3log 3x 4

3x 4

  
     

5. 
xx x 1

x x log x 1 log x
x log x
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–<‘VŸ²sÁD\T :

1.
3 5 67x 5x 3x 8    nqT ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø ne¿£\qeTT ¿£qT>=qTeTT.

3 5 6y 7x 5x 3x 8     nqT¿=qTeTT.

 3 5 6dy d
7x 5x 3x 8

dx dx
     nqT¿=qTeTT.

    2 4 57 3x 5 5x 3 6x 0      

    2 4 521x 25x 18x  

2.    2 3 2y 4x 2x 8x 3x    ne¿£\qeTT ¿£qT>=qTeTT.

u
v

v
  nsTTq    

dy d d
u v v u

dx dx dx
  

   2 3 2dy d
4x 2x 8x 3x

dx dx
   
 

     2 3 2 3 2 2d d
4x 2x 8x 3x 8x 3x 4x 2x

dx dx
     

 2 2 3 24x 2x 8 3x 3 2x 8x 3x 4 2 x 2              

       2 2 3 24x 2x 24x 6x 8x 3x 8x 2     

4 3 3 2 4 3 3 296x 24x 48x 12x 64x 16x 24x 6x       

4 3 2160x 112x 18x  

3. 

8 2

2

8x 6x 2x
y

3x 5x

 




    8 2

2 2

d d
v u u v

d u dy d 8x 6x 2xdx dx
dx v dx dxv 3x 5x
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2 8 2 8 2 2

22

d d
3x 5x 8x 6x 2x 8x 6x 2x 3x 5x

dx dx

3x 5x

      




       

 

2 7 8 2

2
2

3x 5x 64x 12x 2 8x 6x 2x 6x 5

3x 5x

       




 
 

9 3 2 8 2 9 8 3 2 2

2
2

192x 36x 6x 320x 60x 10x 48x 40x 36x 60x 12x 10x

3x 5x

          




 
 

9 3 2 8 2 9 8 3 2 2

2
2

192x 36x 6x 320x 60x 10x 48x 40x 36x 60x 12x 10x

3x 5x

          




 

9 8 2

2
2

144x 280x 6x

3x 5x

 




4.  
3

2y 3 2x 

         
3 2 2 22 2dy d d

3 2x 3 3 2x 3 2x 3 3 2x 0 4x 12x 3 2x
dx dx dx

          

 
 

1
3 2

13
3 2

1 1
y 8x 5x

8x 5x
8x 5x


   




     
1 1

13 3 32 2
dy d 1 d

8x 5x 8x 5x 8x 5x
dx dx 2 dx

  
      

     
1 1

13 3 32 2
1 1 d

8x 5x 8x 5x 8x 5x
2 2 dx

  
       

       
3 3

3 2 3 22 2
1 1

8x 5x 8 3x 5 8x 5x 24x 5
2 2
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2
2

3 3
3 32 2

1 1 24x 5
24x 5

2
8x 5x 2 8x 5x


    

 

5.  

3 2 2

2

2x x x

x

 
 jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT ¿£qT>=qTeTT.

3 2 2 3 2

2 2 2 2 2 2

2x x x 2x x x 2 1 2
y 2x 1

xx x x x x x

 
        

  1 22x 1 x 2 x     

   1 2dy d
2x 1 x 2x

dx dx
    

  1 2 12 1 0 1x 2 2x       

2 32 x 4 x    

2 3

1 4
2

x x
  

6.    
3

3 2y x 3 2x 7    jîTT¿£Ø 
dy

dx
 ¿£qT>=qTeTT.

   
3

3 2y x 3 2x y  

  
3

3 2dy d
x 3 2x y

dx dx

     
     

d d d
u, v u v v u

dx dx dx
  

       
3 3

3 2 2 3d d
x 3 2x y 2x y x 3

dx dx
     

         
3 3 3

3 2 2 2 2dy
x 3 3 2x y 2x y 2x y 3x

dx
      

      
3

2 2 2 2 23 x 3 2x y 2.2x 2x y 2.2x 2x y 3x         

     
3

3 2 2 212x x 3 2x y 2x y 3x     
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4.4 #á<Šee\d¾q |ŸÚdŸï¿±\T :

1.  A.C. Chiang - Fundamental Methods Mathematical Economics, Mc Graw Hill, Second Edition

2.  Allen, R.G.D. - Mathematical Analysis for Economics, Mac Millons & Co.Ltd.,

3.  Yanane. T. - Mathematics for Economics, Printice Hall Inc.

4.  Baswant Kandoi - Mathematics for Business and Economics with Applications.

4.5 eÖ~] |Ÿ]¿Œ± ç|ŸXø•\T :

1. ÿ¿£ ç|ŸyûTjáÖqT•+º eÖsÁTÎ\ ¹s³T ¿£qT>=q&ƒ$Tý²?

2. dŸ+esÁZeÖq ç|ŸyûTjáTeT+fñ @$T{ì? <‘“ ne¿£\H�“• mý² ¿£qT>=+{²sÁT.

3. bÍsÁ+|ŸsÁ« ne¿£\H�“• mý² ¿£qT>=+{²sÁT.
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bÍsÄÁ+ `5         ne¿£\q €]œ¿±qTes�ï\T

$wŸjáT ç¿£eT+ :

5.0 –<ûÝXø«eTT

5.1 eÖsÁTÎýË“ ¹s³TqT ¿£qT>=qT³

5.2 –bÍ+Ôá $\Te\qT ¿£qT>=qT³

5.3 e«jáT ç|ŸyûTjáT+ (dŸ>·³T, –bÍ+Ôá e«jáTeTT)

5.4 s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT (dŸ>·³T, –bÍ+Ôá s�‹&�)

5.5 e«jáT¹sK\ eT<óŠ« dŸ+‹+<óŠeTT

5.6 eÖ~] |Ÿ]¿Œ± ç|ŸXø•\T

5.7 #á<Šee\d¾q |ŸÚdŸï¿±\T

5.0 –<ûÝXø«eTT :

eTT+<ŠT bÍsÄÁ+ q+<ŠT ne¿£\q+, ne¿£\q+ýË“ sÁ¿±\qT n<óŠ«jáTq+ #ûjáT&ƒ+ È]Ð+~. ‡ bÍsÄÁ+ q+<ŠT

ne¿£\q+ýË“ sÁ¿±\qT dŸÖ¿£ŒˆnsÁœXæg+ýË e«jáTeTT dŸ>·³T eT]jáTT bÍ+Ôá e«jáT+\qT eT]jáTT s�‹&�“ dŸ>·³T –bÍ+Ôá

s�‹&ƒT\qT n<óŠ«jáTq+ #ûjáT&ƒ+ È]Ð+~.

ne¿£\“ €]œ¿±qTes�ï\T (Econoic Applications of Derivatives) :

    ne¿£\“ €]œ¿£ Xæ�kÍï“¿ì nqTe]ï+|Ÿ#ûjáT³eTT <‘Çs� ‡ ç¿ì+~ n+Xæ\qT eTqeTT n<óŠ«jáTq+ #ûjáTe#áTÌqT. n$

1. eÖsÁTÎýË“ ¹s³TqT ¿£qT>=q&ƒ+ (rate of change)

2. –bÍ+Ôá $\TeqT ¿£qT>=q&ƒ+ (marginal values)

5.1 eÖsÁTÎýË“ ¹s³T ¿£qT>=qT³ :

ÿ¿£ –<‘VŸ²sÁD <‘Çs� eÖsÁTÎýË“ ¹s³TqT ¿£qT>=+<‘eTT.   y f x ýË x nq•~ –ÔáÎÜï |Ÿ]eÖDeTT, y nq•~

yîTTÔáïeTT e«jáTeTT.

–ÔáÎÜï  x  nHû eÖsÁTÎ È]ÐÔû y  e«jáT+ýË nHû eÖsÁTÎ È]Ð+<ŠqTÅ£”+<‘eTT. È]Ðq eÖsÁTÎ ¹s³TqT 
dy

dx

<‘Çs� ¿£qT>=qe#áTÌqT. n+<ŠT#ûÔá 
dy

dx
 eÖsÁTÎýË“ ¹s³T Ôî*jáTCñjáT³yûT ¿±¿£ x ýË nÜ ÔáÅ£”Øe eÖsÁTÎ È]Ðq³¢sTTq y
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ýË eºÌq eÖsÁTÎqT Ôî*jáTCñdŸTï+~.

–<‘ : y=3x+4 nHû ç|ŸyûTjáT+ýË 
dy

3
dx

  (‚<û eÖsÁTÎ ¹s³T“ Ôî*jáTCñdŸTï+~.)  B“ nsÁœyûTeT+fñ –ÔáÎÜï |Ÿ]eÖD+ýË ÿ¿£

jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ eºÌq³¢sTTÔû, yîTTÔáïeTT e«jáT+ýË 3 jáTÖ“³¢ eÖsÁTÎ edŸTï+<Šq•eÖ³.

5.2 –bÍ+Ôá $\Te\qT ¿£qT>=q³+ :

dŸÖ¿£Œˆ nsÁœXæg+ýË –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈqeTT, –bÍ+Ôá s�‹&�, –bÍ+Ôá e«jáTeTT, –bÍ+Ôá –Ô�Î<Š¿£Ôá jîTT¿£Ø çbÍeTTK«Ôá

Ôî\TdŸTÅ£”H�•eTT. ne¿£\qeTT <‘Çs� –bÍ+Ôá e«jáTeTT, –bÍ+Ôá s�‹&� ¿£qT>=qe#áTÌqT. –<‘VŸ²sÁDÅ£” yîTTÔáï+ e«jáT+

Ôî*d¾q|ŸÚ&ƒT –bÍ+Ôá e«jáT+ eTq+ ne¿£\q+ <‘Çs� ¿£qT>=qe#áTÌ.

5.3 e«jáT uó²eq\T :

yîTTÔáï+ e«jáT+: ÿ¿£ edŸTïeÚqT –ÔáÎÜï #ûjáT&†“¿ì #ûd¾q e«jáT+. ‡ e«jáT+ýË d¾œsÁ eT]jáTT #ásÁ e«jáT+ ¿£\d¾

–+³T+~.

yîTTÔáï+ e«jáT+ (TC) R d¾œsÁ e«jáT+(TFC) G #ásÁ e«jáT+ (TVC)

5.3.1 dŸ>·³T e«jáTeTT (AC) R yîTTÔáïeTT e«jáTeTTqT dŸ+‹+~óÔá –ÔáÎÜï jáTÖ“³¢ÔÃ uó²Ð+#�*.

TC
AC

Q


5.3.2 –bÍ+Ôá e«jáTeTT (MC) R ÿ¿£ jáTÖ“{Ù –ÔáÎÜï“ n<Šq+>± #ûd¾q|ŸÚ&ƒT yîTTÔáï+ e«jáT+ýË @sÁÎ&�q ™|sÁT>·T<Š\ –

bÍ+Ôá e«jáT+.

–bÍ+Ôá e«jáT+ (MC) 
TC

MC
Q





 R yîTTÔáï+ –ÔáÎÜïýË eÖsÁTÎ / edŸTï |Ÿ]eÖD+ýË eÖsÁTÎ

n 1 nMC TC TC 

–<‘VŸ²sÁD\T :

1. AC 2x 5   dŸ>·³T e«jáT+ nsTTq –bÍ+Ôá e«jáT+ ¿£qT>=qTeTT.

yîTTÔáïeTT e«jáT+ R yîTTÔáï+ –ÔáÎÜï I dŸ>·³T e«jáT+ i.e., x AC

 x 2x 5  

2c 2x 5x 

–bÍ+Ôá e«jáT+  
d

c 2.2x 5
dx

  

4x 5 
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2) e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT 2c 100 200x x   Å£” dŸ>·³T eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáT+qT ¿£qT>=qTeTT.

2c 100 200x x  

dŸ>·³T e«jáT+ (AC) R yîTTÔáï+ e«jáT+ / edŸTï |Ÿ]eÖD+ R 
TC

x

2100 200x x
AC

x

 


2100 200x x

x x 2
  

100
200 x

x
  

–bÍ+Ôá e«jáT+ (MC) R  
d

TC
dx

2d
MC 100 200x x

dx
   
 

     2d d d
100 200 x x

dx dx dx
  

     2d d d
100 200 x x

dx dx dx
  

0 200 2 x   

200 2x  

3) ÿ¿£ edŸTïeÚ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ #ásÁ ejáTjáT+ 3 2Cv 2x 60x 100x    € edŸTïeÚ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ e«jáTeTT, dŸ>·³T

eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáT+qT ¿£qT>=q+&�?

yîTTÔáï+ #ásÁ e«jáTeTT 3 2Cv 2x 60x 100x  

yîTTÔáï+ e«jáT+ R yîTTÔáï+ d¾œsÁ (TFC)G yîTTÔáï+ #ásÁe«jáT+ (TVC)

3 2TC 2x 60x 100x k   

dŸ>·³T e«jáT+ (AC)
TC

x
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3 22x 60x 100x k

x

  


3 22x 60x 100x k

x x x x
   

2 k
2x 60x 100

x
   

–bÍ+Ôá e«jáT+  
d

MC TC
dx



  3 2d d
TC 2x 60x 100x k

dx dx
     

       3 2d d d d
2 x 60 x 100 x k

dx dx dx dx
    

22 3x 60 2x 100 0     

26x 120x 100  

5.3.3  yîTTÔáï+ e«jáT+, dŸ>·³T e«jáT+ eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáTeTT eT<óŠ« dŸ+‹+<óŠ+.

eTT+<ŠT uó²>·+ýË yîTTÔáï+ e«jáT+, dŸ>·³T e«jáT+ eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáTeTT\qT >·Ö]Ì Ôî\TdŸTÅ£”H�•eTT. ‚¿£Ø&ƒ

y�{ì eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<óŠeTTqT Ôî\TdŸTÅ£”+<‘+.

yîTTÔáï+ e«jáTeTT    TC C f q 

TC C
AC

q q
 

TC Ac q 

     
c

q
 q

      = c

 c

d
MC M c

dq
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dŸ>·³T ¹sK jîTT¿£Ø y�\T AC  
d d c

q
dq dq q

 
   

 

   

2

d d
q c c q

dq dq

q

 



2

dc
q c 1

dq

q

  



2

dc
q c 1

dq

q

  



2

q dc c

q dq q

 
  

 

2

1 dc c

q dq q

 
  

 

1 dc c

q dq q

 
  

 

 
1

Mc Ac
q

 

dŸ>·³T e«jáT+ jîTT¿£Ø y�\T  
1

MC AC
q

 

dŸ>·³T e«jáT+Å£” eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáT+Å£” eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<óŠ+.

1.  dŸ>·³T e«jáT¹sK ‹TTD²Ôáˆ¿£ y�\T ¿£*Ðq³¢sTTÔû AC < 0,  –bÍ+Ôá e«jáT¹sK dŸ>·³T e«jáT¹sK ç¿ì+<Š –+³T+~.

2.  dŸ>·³T e«jáT¹sK ¿£údŸ _+<ŠTeÚ e<ŠÝ AC=0  –bÍ+Ôá e«jáT¹sK dŸ>·³T e«jáT¹sK dŸeÖq+>± –+{²sTT.

3.  dŸ>·³T e«jáT¹sK jîTT¿£Ø y�\T <óŠH�Ôáˆ¿£+ nsTTÔû –bÍ+Ôá e«jáT¹sK dŸ>·³T e«jáT¹sK ™|Õq –+³T+~.

–<‘VŸ²sÁD :

1) ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ e«jáT+ 3 2TC 0.04x 0.9x 10x 10     nsTTÔû € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø dŸ>·³T, dŸ>·³T #ásÁ

e«jáT+, –bÍ+Ôá e«jáT+ dŸ>·³T e«jáT+ jîTT¿£Ø y�\TqT ¿£qT>=qTeTT.
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3 2TC 0.04x 0.9x 10x 10   

dŸ>·³T e«jáT+ 
TC

TC
x



3 20.04x 0.9x 10x 10

x

  


 
3 20.04x 0.9x 10x 10

x x x x
   

2 10
0.04x 0.9x 10

x
   

dŸ>·³T #ásÁ e«jáT+ R 3 20.04x 0.9x 10x 

–bÍ+Ôá e«jáT+    
d

MC TC
dx



3 2d
MC 0.04x 0.9x 10x 10

dx
    
 

       3 2d d d d
0.04 x 0.9 x 10 x 10

dx dx dx dx
   

20.043x 0.92x 10 0   

20.12x 1.8x 10  

dŸ>·³T e«jáT+ y�\T    
d

AC AC
dx



2d 10
0.04x 0.9x 10

dx x

 
    

 

       2 1d d d d
0.04 x 0.9 x 10 10 x

dx dx dx dx
   

1 10.04 2x 0.9 0 10x     

2

10
0.08x 0.9

x
  

dŸ>·³T e«jáT+ jîTT¿£Ø y�\T  R  
d

MC
dx
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2d
0.12x 1.8x 10

dx
   
 

     2d d d
0.12 x 1.8 x 10

dx dx dx
  

0.12 2x 1.8 0   

0.24x 1.8 

   2 21 1 10
MC AC 0.12x 1.8x 10 0.04x 0.9x 10

x x x

  
         

  

21
0.12x 1.8x 10

x
   20.4x 0.9x 10  

10

x

 
 

 

21 10
0.08x 0.9x

x x

 
   

 

2

2

0.08x 0.9x 10

x x x
  

2

10
0.08x 0.9

x
  

2) ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ e«jáT+   3 2c x 0.005x 0.7x 30x 3000, x    edŸTï |Ÿ]eÖD+ nsTTÔû € dŸ+dŸœ

jîTT¿£Ø dŸ>·³T eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáT+qT ¿£qT>=q+&�?

  3 2c x 0.005x 0.7x 30x 3000   

dŸ>·³T e«jáT+  
7c

AC
x



3 20.005x 0.7x 30x 3000

x

  


3 20.005x 0.7x 30x 3000

x x x x
   

2 3000
0.005x 0.7x 30

x
   

–bÍ+Ôá e«jáTeTT  
d

MC c
dx
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3 2d
MC 0.005x 0.7x 30x 3000

dx
    
 

            3 2d d d d
0.005 x 0.07 x 30 x 3000

dx dx dx dx
   

      20.005 3x 0.07x2x 30(1) 0    

 2MC 0.015x 0.14x 30   .

nuó²«dŸ+ :

1. x  |Ÿ]eÖD+ýË edŸTïeÚ\qT –ÔáÎÜï #û�d dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ e«jáT+   2c x 60 12x 2x    nsTTÔû € dŸ+dŸœ

jîTT¿£Ø dŸ>·³T eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáT+\qT ¿£qT>=q+&�.

2. x  edŸTï |Ÿ]eÖD+ýË –ÔáÎÜï #û�d dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ e«jáT+   2c x 0.5x 2x 20    nsTTÔû € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø

dŸ>·³T eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáT+qT ¿£qT>=q+&�.

Èy�‹T\T :

1. 
60

AC 12 2x, MC 12 4x
x

     

2.  
20

AC 0.5x 2 , MC x 2
x

    

5.2 s�‹&� $Xâ¢wŸD

–<ûÝXø«+ : s�‹&� $Xâ¢wŸDýË yîTTÔáï+ dŸ>·³T, –bÍ+Ôá s�‹&ƒT\T nHû eTÖ&ƒT uó²eq\qT >·T]ï+º y�{ì eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<ó‘“•

‡ Âs+&�+{ì¿ì &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ÔÃ >·\ dŸ+‹+<ó‘“• Å£L&† ‡ uó²>·+ýË #á]Ìkþï+~.

|Ÿ]#ájáT+ : ÿ¿£ dŸ+dŸœ dŸeTÔê\« d¾œÜ“ Ôî\TdŸT¿Ã&†“¿ì s�‹&� ¹sK\qT Ôî\TdŸT¿Ãy�*àq nedŸsÁeTTq•~. ÿ¿£ dŸ+dŸœ¿£ e#ûÌ

s�‹&� <‘“ e«jáT+qT ‹{ì¼ € dŸ+dŸœ ý²uó²\qT n+#áH� yûjáTe#áTÌ. dŸ+dŸœ s�‹&�“ eTÖ&ƒT sÁ¿±\>± nsÁœ+ #ûdŸT¿Ãe#áTÌ. n$

1. yîTTÔáï+ s�‹&�

2. dŸ>·³T s�‹&�

3. –bÍ+Ôá s�‹&�

5.2 yîTTÔáï+ s�‹&� : ÿ¿£ dŸ+dŸœ yîTTÔáï+ s�‹&� Ôî\TdŸT¿Ãe&†“¿ì € dŸ+dŸœ –ÔáÎÜï #ûd¾ edŸTï |Ÿ]eÖD+qT $ç¿£sTT+ºq <óŠsÁÔÃ

>·TDì+#�*.
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 R f x p.x 

p  R <óŠsÁ

x  R edŸTï |Ÿ]eÖD+

5.2.2 dŸ>·³T s�‹&� :

ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ s�‹&�“ $ç¿£sTT+ºq edŸTï|Ÿ]eÖD+ÔÃ uó²Ð+º dŸ>·³T s�‹&� ýÉ¿£Ø>·³¼e#áTÌqT. ÿ¿£

jáTÖ“{Ù edŸTïeÚ <óŠsÁ dŸ>·³T s�‹&�“ Ôî*jáTCñdŸTï+~.

AC = 
yîTTÔáï+ s�‹&�

$ç¿£sTT+ºq edŸTï|Ÿ]eÖD+

TR P.x
P

x x
  

dŸ>·³T s�‹&� edŸTïeÚ <óŠsÁÅ£” dŸeÖq+>± –+³T+~.

5.2.3 –bÍ+Ôá s�‹&� :

edŸTïeÚ n<Šq|ŸÚ jáTÖ“{ÙqT $ç¿£sTT+ºq+<ŠT e\¢ yîTTÔáï+ s�‹&�ýË @sÁÎ&�q eÖsÁTÎqT –bÍ+Ôá s�‹&� n+{²sÁT.

–bÍ+Ôá s�‹&� (MR) R 
yîTTÔáï+ s�‹&�

–ÔáÎÜïýË eºÌq eÖsÁTÎ

 
dR d

R
dx dx



–<‘VŸ²sÁD :

1)
2R 3x 4   yîTTÔáïeTT s�‹&� nsTTq|Ÿð&ƒT –bÍ+Ôá s�‹&� ¿£qT>=q+&�. yîTTÔáïeTT s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTTqT

–ÔáÎÜï <‘Çs� ne¿£\q+ #ûjáT³eTT e\q –bÍ+Ôá s�‹&� Ôî\TdŸTï+~.

     2d d d
R 3 x 4 4 3.2x 0 6x

dx dx dx
     

2) ÿ¿£ dŸ+dŸœ x edŸTïeÚ\qT –ÔáÎÜï #ûd¾ $ç¿£sTT+#á>± eºÌq s�‹&� 2R 100x 0.5x   nsTTÔû (1) x = 0, x = 10 eT]jáTT

x=100 e<ŠÝ –bÍ+Ôá s�‹&�“ ¿£qT>=q+&�.

s�‹&� (R) 2100x 0.5x 

 2dR d
100x 0.5x

dx dx
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   2d d
100 x 0.5 x

dx dx
 

100 x 

–bÍ+Ôá s�‹&�  MR 100 x 

x = 0 e<ŠÝ –bÍ+Ôá s�‹&�

MR=100-0 = 100

x = 10  e<ŠÝ –bÍ+Ôá s�‹&� R 100`10 R 90

x = 100 –bÍ+Ôá s�‹&� R 100`100 R 0

3) ÿ¿£ x edŸTïeÚ\qT –ÔáÎÜï #ûdŸTï+~, P <óŠsÁ <óŠsÁ ç|ŸyûTjáTeTT 
100

P 3
x 2

 


 nsTTq³¢sTTÔû € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá

s�‹&� x = 3 eT]jáTT x = 8 e<ŠÝ ¿£qT>=q+&�.

 
100

p f x 3
x 2

  


TR p.x 

100
3 x

x 2

 
  

 

100x
3x

x 2
 



 
d

MR TR
dx



d 100x
3x

dx x 2

 
   

 
d 100x d

3 x
dx x 2 dx

 
   

     

 2

d d
x 2 100x 100x x 2

dx dx 3
x 2
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 2

d d d
x 2 100 x 100x x 2

dx dx dx 3
x 2

  
 



   

 2
x 2 100 100x 1 0

3
x 2

  
 



 

 2
x 2 100 100x

3
x 2

 
 



 2
x 2 x

100 3
x 2

 
  



–bÍ+Ôá s�‹&� R 
 2

200
3

x 2




x 3  e<ŠÝ –bÍ+Ôá s�‹&�

 
3 2

200
MR 3

3 2
 



 2
200

3
5

 

200
3

25
 

 8 3   5

x 3  e<ŠÝ –bÍ+Ôá s�‹&�

 
8 2

200
MR 3

8 2
 



 2
200

3
10

 

200
3

10
 

2 3 1   
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5.6  eÖ~] |Ÿ]¿Œ± ç|ŸXø•\T :

1. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT 
21 1

p 12 x x
2 3

    nsTTÔû € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ s�‹&�, 
3 1

x , x 1, x
4 2

    e<ŠÝ –bÍ+Ôá

s�‹&� ¿£qT>=q+&�.

2.
2 31 1

TR 12x x x , 12.19, 12, 12.5
2 3

  

5.7 #á<Šee\d¾q |ŸÚdŸï¿±\T :

1.  A.C. Chiang - Fundamental Methods Mathematical Economics, Mc Graw Hill, Second Edition

2.  Allen, R.G.D. - Mathematical Analysis for Economics, Mac Millons & Co.Ltd.,

3.  Yanane. T. - Mathematics for Economics, Printice Hall Inc.

4.  Baswant Kandoi - Mathematics for Business and Economics with Applications.

5.8 eÖ~] |Ÿ]¿Œ± ç|ŸXø•\T :

1. 2ax bx c     yîTTÔáï+ e«jáT ç|ŸyûTjáTeTsTTq³¢sTTÔû dŸ>·³T, –bÍ+Ôá, e«jáT ç|ŸyûTjáÖ\qT ¿£qT>=q+&�.

2. p 20 x   &�eÖ+&ƒT ç|ŸyûTjáTeTT nsTTÔû, yîTTÔáï+ –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ\qT ¿£qT>=q+&�.

3. 2c 4x 2x   dŸ>·³T e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“¿ì yîTTÔáï+ e«jáT, –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáÖ\qT ¿£qT>=qTeTT.

4.    3 2c f Q Q 3Q 15Q 27      yîTTÔáï+ KsÁTÌ ç|ŸyûTjáT+ nsTTq –bÍ+Ôá ç|ŸyûTjáT+, dŸ>·³T ç|ŸyûTjáT+\qT

¿£qT>=qTeTT.

5.  yîTTÔáï+ e«jáT+   3 2c x 0.0005x 0.7x 30x 3000     nsTTÔû € dŸ+dŸœ dŸ>·³T e«jáT+, –bÍ+Ôá e«jáT+,

dŸ>·³T #ásÁ e«jáT+qT ¿£qT>=q+&�.
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bÍsÄÁ+ `6         y�«¿Ã#áÔáÇ uó²eq\T

$wŸjáT ç¿£eT+ :

5.0 –<ûÝXø«eTT

5.1 &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+`nsÁœ+

5.2 dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇ+

5.3 €<‘jáT y�«¿Ã#áÔáÇ+

5.4 yîTTÔáï+ s�‹&�, dŸ>·³T s�‹&� eT]jáTT &�eÖ+&ƒT y�«¿Ã#áÔáÇeTT\ eT<óŠ« dŸ+‹+<óŠ+

5.5 #á<Šee\d¾q |ŸÚdŸï¿±\T

5.6 eÖ~] |Ÿ]¿Œ± ç|ŸXø•\T

6.0 |Ÿ]#ájáT+ :

dŸÇÔá+çÔá #áý²+¿£+ýË“ eÖsÁTÎ e\q, €<ó‘sÁ #áý²+¿£+ýË e#ûÌ eÖsÁTÎqT ¿=\e&†“¿ì y�«¿Ã#áÔáÇ uó²eq –

|ŸjîÖ>·|Ÿ&ƒTÔáT+~. y�«¿Ã#áÔáÇ uó²eqÅ£” €#ásÁD²Ôáˆ¿£ çbÍ<ó‘q«Ôá #�ý² –q•~. ¿±“ y�dŸïy�“¿ì ‡ uó²eq $“jîÖ>·|ŸÚ

&�eÖ+&ŽqT $Xâ¢w¾+#á&ƒ+ýË m+Ôá>±HÃ –|ŸjîÖÐkÍïsÁT.

6.1&�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ ` nsÁœ+ :

dŸÇÔá+çÔá #áý²+¿£+ýË e#ûÌ “¯’Ôá nqTbÍÔá|ŸÚ eÖsÁTÎ e\q €<ó‘sÁ #áý²+¿£+ýË e#ûÌ nqTbÍÔá|ŸÚ eÖsÁTÎ m+Ôá –

+³T+<Ã Ôî*jáTCñ�d<û &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+. nq>± dŸÇÔá+çÔá #áý²+¿£+ýË “¯’Ôá XæÔá+ýË eÖsÁTÎ eºÌq|ŸÚ&ƒT €<ó‘sÁ #áý²+¿£+ýË

e#ûÌ eÖsÁTÎ XæÔá+ m+Ôá –+³T+<Ã &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ Ôî*jáTCñdŸTï+~. B“Hû ‡ ç¿ì+~ sÁÖ|Ÿ+ýË #î|ŸÎe#áTÌqT.

<óŠsÁ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ (ed) = 
&�eÖ+&ŽýË eºÌq nqTbÍÔá|ŸÚ eÖsÁTÎ

<óŠsÁýË eºÌq nqTbÍÔá|ŸÚ eÖsÁTÎ

™|Õ dŸMT¿£sÁD+qT eTsÁý² ‡ $<óŠ+>± çy�jáT>±

ed  = 
&�eÖ+&ŽýË eºÌq eÖsÁTÎ / yîTT<Š{ì &�eÖ+&Ž

<óŠsÁýË eºÌq eÖsÁTÎ / yîTT<Š{ì <óŠsÁ

™|Õ dŸMT¿£sÁDeTTqT >·D²+¿£ |Ÿ<ŠÆÜýË çy�jáT>±

q

q
ed

p

p
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q  R &�eÖ+&ŽýË eºÌq eÖsÁTÎ

p  R <óŠsÁýË eºÌq eÖsÁTÎ

q  R yîTT<Š{ì &�eÖ+&Ž

p  R yîTT<Š{ì <óŠsÁ

q p
ed

q p


 



   
p q

q p


 



<óŠsÁÅ£” &�eÖ+&ŽÅ£” eT<óŠ« $ýËeÖqTbÍÔá dŸ+‹+<óŠ+ –+³T+~. ¿±‹{ì¼ 
p q

ed
q p


  



&�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ $\Te ( ve, ve or 0   )>± –+³T+~.

(i) ed 0   nsTTÔû <‘““ dŸ+|ŸPsÁ’ ny�«¿Ã#áÔáÇ &�eÖ+&Ž n+{²sÁT.

(ii) 0 ed 1  nsTTÔû <‘““ ny�«¿Ã#áÔáÇ &�eÖ+&Ž n+{²sÁT.

 iii ed 1  nsTTÔû <‘““ @¿£ÔáÇ y�«¿Ã#áÔáÇeTT n+{²sÁT.

 iv ed 1  nsTTÔû <‘““ kÍ�|¿£Œ y�«¿Ã#áÔáÇeTT n+{²sÁT.

 v ed    nsTTÔû <‘““ dŸ+|ŸPsÁ’ y�«¿Ã#áÔáÇeTT n+{²sÁT.

–<‘VŸ²sÁD : ‡ ç¿ì+~ &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT 
2q 100 4p 2p    nsTTÔû <óŠsÁ p 2, p 5, p 10    e<ŠÝ <óŠsÁ &�eÖ+&Ž

y�«¿Ã#áÔáÇ+qT ¿£qT>=q+&�.

2q 100 4p 2p  

™|Õ &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+qT ne¿£\q+ #ûjáT>±

2dq d
100 4p 2p

dp dp
    

     2d d d
100 4 p 2 p

dp dp dp
  

 0 4 1 2 2p   

4 4p  
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<óŠsÁ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT 
p dq

q dp
  

<óŠsÁ e<ŠÝ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT

at p 2

   2q 100 4 2 2 2  

=100-8-8

q = 84

 
dq

4 4 2
dp

  

= -4 -8

= -12

ed = 
2

12
84

     
24 2

8 7
 

2
0.29

7
 

ed 0.29 1    ¿±‹{ì¼ &�eÖ+&Ž ny�«¿Ã#áÔáÇ+>± –q•~ n+fñ <óŠsÁýË ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ eºÌq³¢sTTÔû &�eÖ+&ŽýË

0.29jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ edŸTï+~.

(ii) <óŠsÁ R 5 e<ŠÝ

q = 100 - 4(5) - 2(52)

  = 100 - 20 - 50

  = 100 - 70 = 30

dv
4 4p

dp
  

4 4(5)  

= 4 20 

= -24

ed = 
p dq

q dp
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5
24

30
  

120
4

30
 

ed 4 1    ¿±‹{ì¼ &�eÖ+&Ž kÍ�|¿£Œ y�«¿Ã#áÔáÇ+ ¿±‹{ì¼ <óŠsÁýË ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ eºÌq³¢sTTÔû &�eÖ+&ŽýË 4

jáTÖ“³T¢ ýñ¿£ 4 Âs³T¢ eÖsÁTÎ edŸTï+~.

(iii) <óŠsÁ(P)  e<ŠÝ

2q 100 4p 2p  

     2100 4 10 2 10  

  =100 - 40 - 2(100)

 = 100 - 40 - 200

 = 100 - 240

=  -140

 
dx

4 4 p
dp

  

=  4 4 10 

= -4 - 40

= - 44

      ed = 
p dq

q dp
 

10
44

140


 


440

140
 

22

7
   = 3.14

ed 3.14 1   ¿±‹{ì¼ &�eÖ+&Ž kÍ�|¿£Œ y�«¿Ã#áÔáÇ+>± #î|ŸÎe#áTÌ. <óŠsÁýË ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ e\¢ &�eÖ+&ŽýË 3.14

jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ edŸTï+~.
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ç|ŸXø•\T :

1. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+ x=40-4p nsTTÔû <óŠsÁ p=5, 12 \ e<ŠÝ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+qT ¿£qT>=q+&�.

2. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+ 
20

q
p 1




 nsTTÔû <óŠsÁ p 4, p 8, p 2    e<ŠÝ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+qT ¿£qT>=q+&�.

3. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+ 
20

q
p 1




 nsTTÔû <óŠsÁ p 3  e<ŠÝ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ ¿£qT>=q+&�.

Èy�‹T\T :

1.  (i) ed = 1 (ii) ed = 6

2.  (i) ed = 0.4 (ii) ed = 0.44 (iii) ed = -1.93

3.  ed = 0.75

6.2 dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇ+ :

edŸTïeÚ jîTT¿£Ø dŸ|Ÿ¢jYT <‘“ <óŠsÁ MT<Š €<ó‘sÁ|Ÿ&� eÚ+³T+~. ÿ¿£ edŸTïeÚ <óŠsÁýË eºÌq eÖsÁTÎ e\¢ <‘“ dŸ|Ÿ¢jYTýË

eºÌq eÖsÁTÎqT dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇ+ n+{²sÁT.

5C  ÿ¿£ edŸTïeÚ dŸ|Ÿ¢jYTýË eºÌq nqTbÍÔá|ŸÚ eÖsÁTÎ / <óŠsÁýË eºÌq nqTbÍÔá|ŸÚ eÖsÁTÎ

P dx
.

x dp


6.3 €<‘jáT &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ :

€<‘jáÖ“¿ì, edŸTïeÚ &�eÖ+&ŽÅ£” eT<óŠ« –q• dŸ+‹+<ó‘“• dŸÖº+#û<‘“• €<‘jáT &�eÖ+&Ž n+{²sÁT. €<‘jáT+ýË

eºÌq eÖsÁTÎ e\¢ edŸTï &�eÖ+&ŽýË e#ûÌ eÖsÁTÎqT €<‘jáT &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT n+{²sÁT. €<‘jáT+ýË eÖsÁTÎ e\¢

$“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT @ @ edŸTïeÚ\qT ¿=qT>Ã\T #ûkÍï&Ã B“ <‘Çs� Ôî\TdŸT¿Ãe#áTÌ.

€<‘jáT &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+  sC  R edŸTïeÚ &�eÖ+&ŽýË eºÌq nqTbÍÔá|ŸÚ eÖsÁTÎ / <óŠsÁýË eºÌq nqTbÍÔá

eÖsÁTÎ

sC  R &�eÖ+&ŽýË eºÌq eÖsÁTÎ / yîTT<Š³ &�eÖ+&Ž  / €<‘jáT+ýË eºÌq eÖsÁTÎ / yîTT<Š{ì €<‘jáT+

    
dx y

x y

 


    
dx y

x y
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dx y

dy x
 

>·eT“¿£ :

ye 1  nsTTÔû $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT $ý²dŸ edŸTïeÚ\qT ¿=qT>Ã\T #ûkÍï&ƒT.

y0 e 1   nsTTÔû $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT “Ô�«edŸsÁ edŸTïeÚ\qT ¿=qT>Ã\T #ûkÍï&ƒT.

ye 0  nsTTÔû $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT H�d¾sÁ¿£+ edŸTïeÚ\qT ¿=qT>Ã\T #ûkÍï&ƒT.

–<‘VŸ²sÁD `1 : ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇ+qT $$<óŠ <óŠsÁ\ e<ŠÝ ¿£qT>=qTeTT. dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáT+ 2P 4 5x   (x

R edŸTï dŸ|Ÿ¢jYT)

(a) p = 9,  (b) p = 6, (c) p = 4, (d) p = 3

2p 4 5x 

 2dp d
4 5x

dx dx
 

       2d d
4 5 x

dx dx
 

    0 5 2x  

   10x  eT]jáTT

dx 1 dx 1

dpdp dp 10x

dx

  

nsTTÔû s

p dx
e

x dp
 

‚¿£Ø&ƒ 
2 dx 1

p 4 5x ,
dp 10x

  

2

s

4 5x 1
e

x 10x


 

   

2

2

1 4 5x

10 x

 
   

 

<óŠsÁ (p) R 9 e<ŠÝ dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇeTT

eTT+<ŠT eTq+ x $\TeqT ¿£qT>=H�*.

2p 4 5x 

25x p 4 

 2 p 4 1
x p 4

5 5
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1

x p 4
5

 

p $\TeqT ™|Õ dŸMT¿£sÁD+ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

 
1

x 9 4
5

 

  
1

5
  5

x 1 1 

x $\TeqT dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇ+ dŸMT¿£sÁD+ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

 

 

2

s 2

4 5 11 1 9 9
e . 0.9 1

10 10 1 101

 
     
  

dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇ+ ÿ¿£{ì ¿£+fñ ÔáÅ£”Øe –q•~ ¿±‹{ì¼ ‚~ kÍ�|¿£Œ y�«¿Ã#áÔáÇ+. <óŠsÁýË ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ e\¢ <‘“

edŸTï dŸ|Ÿ¢jYTýË 0.9jáTÖ“{Ù\ eÖsÁTÎ edŸTï+~.

(b) p R 6 e<ŠÝ

 
1

x 6 4
5

 

    
1

2
5



   
2

0.40 0.63
5

  

2

s 2

24 5
51

e
10 2

5

    
  

  
  

  

    

2

1 10
4

10
 

5

5

2

  
  
   
   

     
1 5

6
10 2

 
  

 

     
1 30 15

1.5 1
10 2 10

    

p = 5 e<ŠÝ dŸ|Ÿ¢jYT kÍ�|¿£Œ mÅ£”Øe y�«¿Ã#áÔáÇeTT. n+fñ edŸTï <óŠsÁ ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖ]ˆ¿£, € edŸTï |Ÿ]eÖD+ýË (x)1.5

jáTÖ“{Ù U eÖsÁTÎ edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD ` 2 : ‡ €<‘jáT ç|ŸyûTjáTeTT 30x = 10+2y B“ qT+&�
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€<‘jáT y�«¿Ã#áÔáÇ+qT y=200 eT]jáTT y=100 e<ŠÝ ¿£qT>=q+&�.

€<‘jáT ç|ŸyûTjáT+ 30x = 10+2y

10 2y
x

30 30
 

    
1 y

3 15
 


dx d 1 y

dy dy 3 15

 
  

 

        
d 1 1 d

y
dy 3 15 dy

 
  

 

dx 1 1
0

dy 15 15
  

 ¿±“ €<‘jáT &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ y <Š�cÍ¼« #ûkÍïeTT ¿±‹{ì¼

y

y dx y 1
e

1 1x dy 15y
3 15

   



y 1

5 y 15

15

 


y 15

5 y
 

 15

y

5 y




(a) €<‘jáT+ y=200 e<ŠÝ €<‘jáT &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+

y

200 200
e 0.98 1

5 200 205
   



€<‘jáT+ýË ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ e\¢ (R200) &�eÖ+&ŽýË 0.98% edŸTï+~.

(b) €<‘jáT+ (y)R100 e<ŠÝ

y

100 100
e 0.99 1

5 100 105
   



€<‘jáT+ýË ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ e\¢ (R100) &�eÖ+&ŽýË 0.99% eÖsÁTÎ edŸTï+~. €<‘jáT+ýË eÖsÁTÎ &�eÖ+&ŽýË

eÖsÁTÎÅ£” dŸeÖq+>± –+³T+~.

nuó„«dŸq+ :

I. ‡ ç¿ì+~ dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£” dŸ|Ÿ¢jYT y�«¿Ã#áÔáÇ+ ¿£qT>=qTeTT.

(i)   2x f p 5 3p ; x     dŸ|Ÿ¢jYT |Ÿ]eÖD+, p   <óŠsÁ
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(ii) of q=f(p) = 23 5p  q=  dŸ|Ÿ¢jYT |Ÿ]eÖD+, p   <óŠsÁ nsTTÔû se  at p = 2 and p = 3 e<ÝŠ ¿£qT>=qTeTT.

(II) ÿ¿£ edŸTïeÚ jîTT¿£Ø &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+  x f y 100 0.8y    nsTTÔû €<‘jáT y�«¿Ã#áÔáÇeTTqT y 100,1000,200 \

e<ŠÝ €<‘jáT y�«¿Ã#áÔáÇ+qT ¿£qT>=qTeTT.

Èy�‹T\T :

I      
2

s s sp 2 p 32

6p 24 27
i e , e 1, e 1

17 165 3p  
    



   
2

s s p 3p 22

10p 40 45
(ii) e , e 1; es 1

23 243 5p 
    



II      y y y 100

0.8y 4 4 4
e e 1 ii 1 iii 1

100 0.8y 9 9 7
    



5.4 yîTTÔáï+ s�‹&�, dŸ>·³T s�‹&�, –bÍ+Ôá s�‹&� eT]jáTT &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+\ eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<óŠ+:

eTT+<ŠT uó²>·+ýË &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT, s�‹&�, yîTTÔáï+ s�‹&�, dŸ>·³T s�‹&�, –bÍ+Ôá s�‹&�\ >·Ö]Ì Ôî\TdŸTÅ£”H�•eTT.

‚¿£Ø&ƒ y�{ì eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<óŠ+qT >·Ö]Ì Ôî\TdŸTÅ£”+<‘+.

yîTTÔáï+ s�‹&� (TR) R p.q 

–bÍ+Ôá s�‹&� (MR)  
d

R
dq



 
d

MR p q
dq

 

     
d d d

uv u q v r
dq dq dq

   

   
d d

p q q p
dq dq

   

dq dp
p q

dq dq
   

q dp
p 1

p dq

 
   

 

1
p 1

p dq

q dp
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1 p dq
p 1 ed

ed q dp

 
     

 


 
1

AR 1 AR p
ed

 
   

 


1
MR AR 1

ed

 
  

 

™|Õ eTÖ&�+{ì eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<ó‘“• ‡ $<óŠ+>± çy�jáT>±

1
MR AR 1

ed

 
  

 

MR 1
1

AR ed
 

1 MR
1

ed AR
 

1 AR MR

ed AR




AR
ed

AR MR




–<‘VŸ²sÁD :  &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT p 50 3x  nsTTÔû p 5 e<ŠÝ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT
AR

AR MR
 


qT ¿£qT>=q+&�.

p 50 3x 

 
dp d

50 3x
dx dx

 

   
d d

50 3 x
dx dx

 

0 3   3 

dx 1

dp 3
 

   
50 3x

3x
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p = 5  e<ŠÝ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT

 
 

50 3 5

3 5


 

50 45 5 1
0.11

45 45 9


   

nsTTÔû yîTTÔáï+ s�‹&�  TR p x 

 50 3x x 

     2TR 50x 3x 

–bÍ+Ôá s�‹&�    
d

MR TR
dx



   2d
50x 3x

dx
 

   2d d
50 x 3 x

dx dx
 

50 6x 

dŸ>·³T s�‹&� R  <óŠsÁ R p 5

–bÍ+Ôá s�‹&�, <óŠsÁ 15 e<ŠÝ

 MR 50 6 15 

     R50 ` 90

    R `40

    R`40 < 0

d

AR

AR MR
 



    
5

5 40


 

 
5

5 40
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5

5 40




5 1
0.11

45 9
  

¿±‹{ì¼ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ 
AR

AR MR
 Å£” dŸeÖqeTT.

nuó²«dŸ+ :

1. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT 2p 100 x x    nsTTÔû  p 10 or x 9   e<ŠÝ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT 
AR

AR MR




n“ #áÖ|Ÿ+&�.

2. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT 
21 1

p 12 x x
2 3

    nsTTÔû € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ s�‹&�, 
3 1

x , x 1, x
4 2

    e<ŠÝ –

bÍ+Ôá s�‹&� ¿£qT>=q+&�.

Èy�‹T :

1. ed 0.06 ,

2. 
2 21 1

TR 12x x x , 12.19, 12, 12.5
2 3

  

6.5 eÖ~] |Ÿ]¿Œ± ç|ŸXø•\T :

1. ÿ¿£ ç|ŸyûTjáÖqT•+º &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTT ¿£qT>=qT³.

2. ÿ¿£ ç|ŸyûTjáÖqT•+º dŸ|Ÿ¢sTT y�«¿Ã#áÔáÇeTT ¿£qT>=qT³.

3. s�‹&�, dŸ>·³T s�‹&�, –bÍ+Ôá s�‹&�, eT]jáTT &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇeTTqÅ£” >·\ dŸ+‹+<óŠeTTqT ¿£qT>=qT³.

6.6 #á<Šee\d¾q |ŸÚdŸï¿±\T :

1.  A.C. Chiang - Fundamental Methods Mathematical Economics, Mc Graw Hill, Second Edition

2.  Allen, R.G.D. - Mathematical Analysis for Economics, Mac Millons & Co.Ltd.,

3.  Yanane. T. - Mathematics for Economics, Printice Hall Inc.

4.  Baswant Kandoi - Mathematics for Business and Economics with Applications.
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bÍsÄÁ+ ` 7    bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q+

$wŸjáT ç¿£eT+ :

7.0 –<ûÝXæ«\T

7.1 ç|ŸyûTjáÖ\Å£” >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=qT³

7.2 €eXø«¿£, |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\

7.3 €]œ¿±qTes�ï\T

7.3.1 ¿£“wŸ¼ e«jáT+

7.3.2 s�‹&� ç|ŸyûTjáT+

7.3.3 ý²uó„ ç|ŸyûTjáT+

7.4 Âs+&ƒT #á\s�Xø—\ ç|ŸyûTjáÖ\T uó²eq

7.5 bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT ¿£qT>=qT³

7.6 bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT ¿£qT>=qT³

7.7 bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\H�\T ` €]œ¿±qTes�ï\T

7.8 ™V²#áTÌ ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\T

7.9 nuó²«dŸ+

7.10 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T

7.11 dŸ+ç|Ÿ~+#áT ç>·+<¸‘\T

7.0  –<ûÝXæ\T, \¿Œ±«\T :

bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\qeTTqT >·Ö]Ì Ôî\TdŸT¿=q&ƒeTT eT]jáTT ‡ ç|Ÿç¿ìjáTqT dŸÖ¿Œ±]œ¿£ XægeTTýË“ $“eTjáTeTT –ÔáÎÜï

d¾<‘Æ+Ô�ýË¢ ¿=“• dŸeTdŸ«\Å£” nqTe]ï+|ŸCñjáT³+ >·Ö]Ì $e]+#á³yûT ‡ uó²>·+ jîTT¿£Ø eTTK« –<ûÝXø+. ‡ uó²>±“• #á~$

‡ ç¿ì+~ $wŸjáTeTT\T ne>±VŸ²q #ûdŸT¿=qe#áTÌqT.

1. ç|ŸyûTjáÖ\Å£” >·]wŸ¼ eT]jáTT ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=qT³.

2. Âs+&ƒT #á\s�Xø—\ ç|ŸyûTjáTeTTqT, n+Ôá¯¢q ç|ŸyûTjáTeTTqT >·Ö]Ì Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌqT.
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7.1 ç|ŸyûTjáÖ\Å£” >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\qT ¿£qT>=qT³ (Finding Maximum and Minimum)

y = f(x) nHû ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T –+{²sTT. Âs+&�+{ì“ ¿£*|¾ n+Ôá« $\Te\T n“ n+{²sÁT. y = f(x)

nHû ç|ŸyûTjáT+ýË x nHû ç|ŸyûTjáT+ýË x jîTT¿£Ø ç|Ÿ<ûXøeTT (domain)qT $dŸï]+ºq³¢sTTÔû, >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿=“•

_+<ŠTeÚ\ e<ŠÝ dŸ+uó„$+#áe#áTÌ. ç¿ì+<Š ^ºq ¹sU²ºçÔáeTT MTsÁT >·eT“�dï MTÅ£” $|ŸÚ\+>± Ôî\TdŸTï+~.

™|Õ ºçÔá+ýË Âs+&ƒT >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T, ÿ¿£ úÜ |Ÿs�esÁïq _+<ŠTeÚ –H�•sTT. ‚+<ŠTýË A, C \T >·]wŸ¼ _+<ŠTeÚ\T.

B, E \T ¿£“wŸ¼ _+<ŠTeÚ\T. D úÜ |Ÿs�esÁïq _+<ŠTeÚ.  ‡ D nHû _+<ŠTeÚ e<ŠÝ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì ¿£“wŸ¼ $\Te –+&ƒ<ŠT. >·]wŸ¼

$\Te –+&ƒ<ŠT. C nHû _+<ŠTeÚ e<ŠÝ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼ $\TeýË nÔá«~ó¿£ $\Te ¿±‹{ì¼ <‘““ >ÃÞø >·]wŸ¼Ôá (global

maximum) n“, Ôá~ÔásÁ >·]wŸ¼ _+<ŠTeÚ\qT (A ý²+{ì _+<ŠTeÚ\T) kÍœ“¿£ >·]wŸ¼Ôá (local maximum) n“ n+{²sÁT. n<û

$<óŠ+>± n“•+{ì¿£+fñ nÜ ÔáÅ£”Øe _+<ŠTeÚqT (E ý²+{ì _+<ŠTeÚqT) >ÃÞø ¿£“wŸ¼Ôá (global minimum) n“ Ôá~ÔásÁ ¿£“wŸ¼

_+<ŠTeÚ\qT (B ý²+{ì _+<ŠTeÚ\T) kÍœ“¿£ ¿£“wŸ¼Ôá (local minimum) n“ n+{²sÁT.

7.2 €eXø«¿£, |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\T (Necessary and sufficient conditions) :

y=f(x)  nHû ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=H�\+fñ €eXø«¿£, |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\T ¿£\eÚ. ‡ “jáTeÖ\qT

ne¿£\q+ <‘Çs� ¿£qT>=qeýÉqT.

>·]wŸ¼ $\TeÅ£” “jáTeÖ\T ¿£“wŸ¼ $\TeÅ£” “jáTeÖ\T

dy
0

dx
  nq•~ €eXø«¿£ “jáTeT+

dy
0

dx
  nq•~ €eXø«¿£ “jáTeTeTT

2

2

dy d y
0, 0

dx dx
   nq•~ |Ÿs�«|Ÿï “jáTeTeTT

2

2

dy d y
0, 0

dx dx
   nq•$ |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\T

‡ ç¿ì+~ |Ÿ<ŠÆÜ <‘Çs� >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=qe#áTÌqT.

Step 1.  y f x  nHû ç|ŸyûTjáÖ“¿ì 
dy

dx
 ¿£qT>=qTeTT.

2.   
dy

0
dx

  njûT« #Ã³ x $\Te\qT ¿£qT>=qTeTT. n$ a, b, c nqT¿=qTeTT.
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3.

2

2

d y

dx
 ¿£qT>=qTeTT.

4.

2

2

d y

dx
 ¿£qT>=qTeTT.

5.  x ýË x a “ ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#áTeTT.

6.

2

2

d y

dx
 $\Te ‹TTD²Ôáˆ¿£eTsTTÔû x a  e<ŠÝ € ç|ŸyûTjáTeTT >·]wŸ¼eTeÚÔáT+~.

7.

2

2

d y

dx
 $\Te <óŠH�Ôáˆ¿£eTsTTÔû x a  e<ŠÝ € ç|ŸyûTjáTeTT ¿£“wŸ¼eTeÚÔáT+~.

8. n<û $<óŠ+>± x = a, b, c,... yîTT<Š\>·T $\Te\Å£” Å£L&† ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\qT ¿£qT>=qe#áTÌ.

9. € ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿±y�\+fñ  y f x , x a, b,c...  \T ç|ŸÜ¹¿Œ|¾�dï €jáÖ $\Te\T

ekÍïsTT.

–<‘ : 3 2y 2x 3x 36x 10    ¿ì >·]wŸ¼ ¿£“wŸ¼ $\Te\qT ¿£qT>=qTeTT.

   3y 2x 3x 36x 10   

2dy
6x 6x 36

dx
  

€eXø«¿£ “jáTeÖ“• ‹{ì¼ 
dy

0
dx

 2 26x 6x 36 0 x x 6 0       

  x 2 x 3 0     n+fñ x 2,  ýñ¿£ x 3 

 
2

2
2

d y d dy d
6x 6x 36 12x 6

dx dx dxdx

 
      

 

x 2  nsTTÔû 

2

2

d y
12.2 6 24 6 30 0

dx
     

x 3  nsTTÔû  
2

2

d y
12 3 6 36 6 36 0

dx
        

n+<ŠT #ûÔá, x 2  e<ŠÝ sTTºÌq ç|ŸyûTjáÖ“¿ì ¿£“wŸ¼ $\Te eÚ+³T+~.

x 3   e<ŠÝ sTTºÌq ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼ $\Te eÚ+³T+~.
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¿£“wŸ¼ $\Te ¿±e\+fñ x 2 qT ç|ŸyûTjáT+ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#�*.

x 2  nsTTÔû      3 2
2 2 3 2 36 2 10 34      (¿£“wŸ¼ $\Te)

x 3   nsTTÔû      3 2
2 3 3 3 36 3 10 91        (>·]wŸ¼ $\Te)

nuó²«dŸeTT : ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\qT ¿£qT>=q+&�.

1. 2y x 3x 2   2. 2y 3x 12x  3. 3y x 3x  4. 2 3y 2x 3x     5. 2y 3x 12x 12  

Èy�‹T\T :

1. ¿£“wŸ¼ 
3

x
2

 2. >·]wŸ¼ 
1

x
8

 3. ¿£“wŸ¼ x = 1, >·]wŸ¼+ x=-1

4. ¿£“wŸ¼ x=0, >·]wŸ¼
4

x
3

 5. ¿£“wŸ¼ x= 2

7.3 €]œ¿±qTes�ï\T :

dŸÖ¿£Œˆ €]œ¿£ Xæg+ýË >·\ $$<óŠ sÁ¿±\ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” n+Ôá« $\Te\T Ôî\TdŸT¿=qT³ e\q $$<óŠ sÁ¿£eTTýÉÕq –

|ŸjîÖ>±\T –q•$. dŸÖ¿£Œˆ €]œ¿£ Xæg+ýË eTTK«yîT®q ç|ŸyûTjáÖ\T.

1. e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT (¿£“wŸ¼ e«jáTeTT)

2. s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT (>·]wŸ¼ s�‹&�)

3. ý²uó²\ ç|ŸyûTjáTeTT (>·]wŸ¼ ý²uó„eTT)

7.3.1  ¿£“wŸ¼ e«jáTeTT : e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT c=f(x) ýË c = yîTTÔáïeTT e«jáTeTT, x R –ÔáÎÜï dŸ>·³T e«jáTeTT, 
c

AC
x



–bÍ+Ôá e«jáTeTT,  
d

MC C 0
dx

 

¿£“wŸ¼ dŸ>·³T e«jáTeTT ¿±y�\+fñ  
d

AC 0
dx



 
 

2

d
x c c 1

d dc dc cdxAC 0 x C
dx dx dx xx

  
      

–bÍ+Ôá e«jáTeTT R dŸ>·³T e«jáTeTT
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7.3.2  s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT : &�eÖ+&ƒT ç|ŸyûTjáTeTT p f (x) ýË p = <óŠsÁ R dŸ>·³T s�‹&�.

  yîTTÔáï+ s�‹&� R F X 

–bÍ+Ôá s�‹&� R 
dR

dx

>·]wŸ¼ s�‹&� R 

2

2

dR d R
0, 0

dx dx
   ny�Ç*.

7.3.3  ý²uó²\ ç|ŸyûTjáTeTT : ý²uó„yûT R s�‹&� ` e«jáTeTT

F R C 

>·]wŸ¼ ý²uó„eTT 1. 
dP

0
dx



 
dp d dR dc dr dc

i.e., R C 0 0 i.e.,
dx dx dx dx dx dx

      

–bÍ+Ôá s�‹&� R –bÍ+Ôá e«jáTeTT

    2. 

2

2

d p
0

dx


2 2

2 2

d R d C
i.e., 0

dx dx
 

     
2 2 2

2 2 2

d d R d C d d
R c 0 i.e., i.e., MR MC

dx dxdx dx dx
   

i.e.,  –bÍ+Ôá s�‹&�ýË“ eÖsÁTÎ ¹s³T <  –bÍ+Ôá e«jáTeTTýË“ eÖsÁTÎ ¹s³T

–<‘VŸ²sÁD :

1. P 12 x   nsTTq|Ÿð&ƒT @ –ÔáÎÜï e<ŠÝ >·]wŸ¼ s�‹&� @eTT+³T+<Ã ¿£“™|³¼+&�.

  P 12 x   nsTTÔû yîTTÔáï+ s�‹&� R P x

R P x 

x 12 x 

>·]wŸ¼ $\Te\Å£” 
dR

0
dx

  ny�Ç*.



qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq€#�sÁ« H�>±sÁT̈q $XøÇ$<‘«\jáTeTT <ŠÖsÁ$<‘« ¹¿+ç<ŠeTT7.6

 
dR 1 1

x 12 x 12 x 0 i.e., x 24 2x 0 24 x 0 x 24
dx 2 2

              

x 24  e<ŠÝ >·]wŸ¼ s�‹&� x 12 x  

24 12 x 24 1 12   

2. @¿£kÍÇeT« dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø &�eÖ+&ƒT ç|ŸyûTjáTeTT F, P 15 2x  , yîTTÔáïeTT e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT 2c x 2x   nsTTÔû

€ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø >·]wŸ¼ ý²uó„yîT+Ôá.

€<‘jáT ç|ŸyûTjáTeTT R P x 

      x 15 2x 

215x 2x 

e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT P R C 

2 2P 15x 2x x 2x   

213x 3x 

>·]wŸ¼ ý²uó„+, 

2

2

dP 13 d P
13 6x 0 x 6 0

dx 6 dx
        

13
x

6
  e<ŠÝ >·]wŸ¼ ý²uó„eTT, >·]wŸ¼ ý²uó„+ 

2 2
13 13 13 1

P 13 3 3 14
6 6 6 12

     
        

     

7.4 Âs+&ƒT #á\s�Xø—\ ç|ŸyûTjáT+ ` uó²eq :

x, y, z #á\s�Xø—\ýË @<îÕH� ÿ¿£<‘“ $\Te $TÐ*q Âs+&�+{ì $\Te\™|Õ €<ó‘sÁ|Ÿ&� jáTT+³T+<ŠqTÅ£”+<‘+. –

<‘VŸ²sÁDÅ£” z $\Te x, y $\Te\™|Õ €<ó‘sÁ|Ÿ&� eÚ+³T+<Š“ Ôî*d¾q|ŸÚ&ƒT x, y, z #á\s�Xø—\ eT<óŠ« >·\ dŸ+‹+<óŠeTTqT

Ôî*jáTCñ�d ç|ŸyûTjáTeTTqT dŸ+¹¿ÔásÁÖ|Ÿ+ýË ‡ ç¿ì+~ $<óŠeTT>± çy�jáTe#áTÌ.

z = f(x, y)

‚#áÌ³ z qT ndŸÇÔá+çÔá #á\s�¥ n“, x, y\qT dŸÇÔá+çÔá #á\s�¥ n“ n+{²sÁT. ÿ¿£ e«¿£ï ç|ŸyûTjáTeTTýË Âs+&ƒT

dŸÇ+Ôá+çÔá #á\s�Xø—\T+fñ <‘““ Âs+&ƒT #á\s�Xø—\ ç|ŸyûTjáTeT+{²sÁT. –<‘VŸ²sÁDÅ£” 2 2z x y   nHû~ Âs+&ƒT #á\s�Xø—

\ýË ç|ŸyûTjáTeTT.

7.5 bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£ uó²eq :

     Âs+&ƒT #á\s�Xø—\ ç|ŸyûTjáTeTT z = f(x, y) jîTT¿£Ø bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT n+{²sÁT. ç|ŸyûTjáTeTT z = f(x, y) ýË  y

“ d¾œsÁeTT>± qT+º ¿£qT>=“q bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTTqT x ÔÃ z jîTT¿£Ø bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT n+{²sÁT. B““
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dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|Ÿ+ýË 
dz

dx
 ýñ¿£ 

df

dx
 ýñ¿£ '

xf  n“ çy�kÍïsÁT. ‚<û $<óŠ+>± ç|ŸyûTjáTeTT z = f(x, y) ýË x “ d¾œsÁeTT>± –+º

¿£qT>=“q bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT y ÔÃ Âs+&ƒT bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT n+{²sÁT. B““ dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|Ÿ+ýË 
z

y




 ýñ<‘ 

t

y





ýñ<‘ 
1
yf  n“ çy�kÍïsÁT.

R 3(0)G4(1)G0 R 0G4G0 R 4

7.6 bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\qT ¿£qT>=qT³ :

        @¿£ #á\s�¥ ç|ŸyûTjáTeTT\T ne¿£\q >·TD¿£eTT\qT mý² ¿£qT>=+{²sÃ n<û $<óŠ+>± bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\qT

Å£L&† ¿£qT>=+{²sÁT. bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\qT ¿£qT>=q{²“¿ì yû¹s |Ÿ<ŠÆÔáT\T ýñeÚ. ¿±“ Âs+&ƒT $wŸjáÖ\ýË eÖçÔá+ ‡

Âs+&�+{ì eT<óŠ« Ôû&† ¿£\<ŠT. 1. bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\qT ¿£qT>=Hû³|Ÿð&ƒT @ #á\s�¥ÔÃHîÕÔû bÍ¿ìŒ¿£ >·TD¿£eTTqT ¿£qT>=+{²sÃ

n~ Ôá|ŸÎ $T>·Ô� #á\s�Xø—\qT d¾œs�Xø—\T>± uó²$+#�*. 2. bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\qT dŸ+¹¿ÔáeTT »dµ ‹<ŠT\T dŸ+¹¿ÔáeTT

»dµÔÃ #áÖ|¾kÍïsÁT. kÍ<ó‘sÁD ne¿£\q >·TD¿±\qT ¿£qT>=Hû n“• “jáTeÖ\T, |Ÿ<ŠÆÔáT\T bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\qT

¿£qT>=q&†“¿ì Å£L&† e]ïkÍïsTT. y�{ì“ ¿=“• –<‘VŸ²sÁD\T <‘Çs� ne>±VŸ²q #ûdŸTÅ£”+<‘+.

–<‘ : 1

z = 3x+4y+3

       
dz d d d d

3x 4y 3 3x 4y 3
dx dx dx dx dx

     

R          
d d d

3 x 4 y 3 3 1 4 0 0
dx dx dx
      

R 3 G 0 G 0 R 3

(x ÔÃ bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\qeTT #ûdŸTïq•|Ÿð&ƒT y“ d¾œsÁeTT>± uó²$+#�*. ¿±‹{ì¼ <‘“ ne¿£\q >·TD¿£eTT dŸTH�• neÚÔáT+~.)

       
dz d d d d

3x 4y 3 3x 4y 3
dy dy dy dy dy

     

         
d d d

3 x 4 y 3
dy dy dx

    

          
d d d

3 x 4 y 3
dy dy dx

    

–<‘ : 4 

2x
z

x y 1
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2 2
2 2

2 2

x y 1 x x x y 1
z 2x 2xy 2x xx x
x x y 1 x y 1

 
     

     
    

    
   

   

2 2 2

2 2

x y 1 2x x 1 0 0 2x 2xy 2x x

x y 1 x y 1

        
 

   

     

2

2

x 2xy 2x

x y 1

 


 

     

 

     

 

2 2
2

2 3

x y 1 x x x y 1
x y 1 0 x 0 1 0z y y

y x y 1 x y 1

 
    

      
 

    

   
 

   

2 2

2 2

0 x 1 oz x

oyx y 1 x y 1

 
 

   

–<‘ : 5  

2

3

x y
z

y x
 

   2 3 3 1 4

4

z 1 1 1 2x 3y
x y x 2x y 3 x 2x 3y x

x y x x y y y x

     
            

  

   2 1

3

z 1
x y y

y y yx

  
   

  

     

2
2 1 1 2 2

3 3 2 3

1 1 x 1
x 1 y x y

x 1 x y x

   
       

–<‘ : 6   2 2z x y 

     
11/2 1

2 2 2 2 2 22z 1
z x y x y x y

x 2 x

 
    

 

 
 

1
2 2 2

1 2 22 2 2

1 1 x
x y x

2 x yx y


    



     
1 11

2 2 2 2 2 22 2z 1 1
x y x y x y 0 2y

y 2 y 2
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1 2 22 2 2

1 1 y
2 y

2 x yx y

 


nuó²«dŸeTT : 1 ‡ ç¿ì+<ŠújáT‹&�q ç|ŸyûTjáTeTT\qT bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\qT ¿£qT>=qTeTT.

1. 2 2z 6x 3x y 7y   2.    z 3x 2 2y 4   3.    2 2z x 3y x 4   4. 
3x 4y

z
2x y





  5. 

4x 3
z

2y 4






–<‘ : 2    2 2z 2x 4xy 3y  

       2 2 2 2dz d d d d
2x 4xy 3y 2x 4xy 3y

dx dx dx dx dx
     

         2 2d d d
2 x 4y x 3 y 2 2x 4y 1 3 0

dx dx dx
       

4x 4y 

       2 2 2 2dz d d d d
2x 4xy 3y 2x 4xy 3y

dy dy dy dy dy
     

     = 0 + 4x(1) + 3.2 y = 4x + 6y

–<‘ : 3 z = (x+5) (2x+3y)

  
dz d

x 5 2x 3y
dx dx

      (\‹Ý|ŸÚ “jáTeTeTTqqTdŸ]+º)

            
d d

x 5 2x 3y 2x 3y x y
dx dx

     

               
d d d d

x y 2 x 3 y 2x 3y x 5
dx dx dx dx

   
        

   

              x 5 2 (1) 3 (0) 2x 3y 1 0 x 5 2 2x 3y 1           

    2x 5 2x 3y   

dz
4x 3y 5

dx
   

        
dz d d d

x 5 2x 3y x y 2x 3y 2x 3y x 5
dy dy dy dy
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7.7  bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\H�\T ̀  €]œ¿±qTesÁïH�\T (Economic application of partial differentiation)

ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáT+ ̀  bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT nqTesÁïq : ÿ¿£ $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT Âs+&ƒT edŸTïeÚ\T x, y \qT $“jîÖÐdŸTïq•|Ÿð&ƒT

nÔá“ ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáTeTT u=f(x, y) >± çy�jáTe#áTÌq“ ‚~ esÁÅ£” Ôî\TdŸTÅ£”H�•eTT. ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáTeTT u=f(x, y)

jîTT¿£Ø bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\T 
u u

,
x y

 

 
\T y $“jîÖ>·eTTýË @ eÖsÁTÎ ýñÅ£”+&†,  x  $“jîÖ>·+ýË @MT eÖsÁTÎ

ýñÅ£”+&† y $“jîÖ>·+ýË ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ eºÌq|Ÿð&ƒT ç|ŸjîÖÈqeTT u ýË eºÌq eÖsÁTÎqT Ôî*jáTCñdŸTï+~. nq>±

u
x

x





 jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈqeTTqT 

u
y

y





 jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈqeTT Ôî*jáTCñkÍïsTT.

–<‘ : ÿ¿£ $“jîÖ>·<‘sÁT“ ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáTeTT :

2 2u x y   nqTÅ£”+<‘eTT.

x jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈqeTT  2 2u
x y 2x 0 2x

x x

 
    

 

y jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈqeTT  2 2u
x y 0 2y 2y

y y

 
    

 

–ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáT+ ` bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT nqTesÁïq

x nHû edŸTïeÚ jîTT¿£Ø –ÔáÎÜï, Âs+&ƒT –ÔáÎÜï ¿±sÁ¿±\T, çXøeT (L), eTÖ\<óŠqeTT (K)™|Õ €<ó‘sÁ|Ÿ&� jáTTq•|Ÿð&ƒT –

ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáTeTT x=f(L, K) neÚÔáT+~.

‡ –ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·D¿£eTT\T 
u u

,
L K

 

 
 –ÔáÎÜïýË çXøeT e\q, ™|³T¼‹&� e\q –

ÔáÎÜïýË e#ûÌ eÖsÁTÎqT Ôî*jáTCñkÍïsTT. ¿±‹{ì¼ 
u

L




 çXøeT jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá –ÔáÎÜï (Marginal Productivity of Labour)

x

K





eTÖ\<óŠqeTT jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá –ÔáÎÜï (Marginal Productivity of Capital) neÚÔáT+~.

–<‘VŸ²sÁD\T :

–ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáTeTT : 
2 2x 3L 2KL 4K  

çXøeT jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá –ÔáÎÜï :    
x

3 0 2L 1 4.2k 2L 8K
K


     


nuó²«dŸeTT : ‡ ç¿ì+<Š újáT‹&�q ç|ŸyûTjáTeTT\Å£” –bÍ+Ôá –ÔáÎÔáTï\qT ¿£qT>=qTeTT.

(1) x AL K  (2) 
2 2x 30K 24LK 15K   (3) 2 2x 2LK AL BK  
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7.8  ™V²#áTÌ ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne\¿£q >·TD¿£eTT\T :

Z = f(x, y) ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø Âs+&ƒT bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\T x, y #á\s�Xø—\ýË 
Z Z

,
x y

 

 
. ‡ bÍ¿ìŒ¿£

n¿£e\q >·TD¿£eTT\qT eTsÁý² bÍ¿ìŒ¿£eTT>± ne¿£\qeTT #ûjáTe#áTÌqT. ný² ne¿£\qeTT #ûjáT>± eºÌq bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q

>·TD¿£eTT\qT Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\T+{²sTT. y�{ì“ dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|Ÿ+ýË ‡ ç¿ì+~ $<óŠeTT>± çy�jáTe#áTÌqT.

2

2

Z Z

x xx

   
  
   

2 2 2

2

Z Z Z Z Z Z

y x x x x y y y y yy

            
        

               

‡ 

2 2 2 2

2 2

Z Z Z Z
, , ,

y x x yx y

   

    
\qT esÁTdŸ>± 2 2 xy yxxy yx

f , f , f , f n“ Å£L&† çy�kÍïsÁT. M{ìýË 

2 2

2 2

Z Z
,

x y

 

 
\qT

Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü Xø—<ŠÝ bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\“, 

2 2Z Z
,

y x x y

 

   
\qT Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü $TçXøeT bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\“

n+{²sÁT.

Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\T eTsÁý² x, y #á\s�Xø—\ýË ç|ŸyûTjáÖ\eÚÔ�sTT. y�{ì“ x, y \ýË bÍ¿ìŒ¿£

ne¿£\qeTT #ûjáT>± e#áTÌ bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\qT eTÖ&ƒe ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\+{²sÁT. eTÖ&ƒe ÔásÁ>·Ü

bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\qT bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\qeTT #ûjáT>± e#áTÌ bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\qT H�\Ze ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q

>·TD¿±\+{²sÁT. ‚<û |Ÿ<ŠÆÜ bõ&�Ð�dï ×<Še ÔásÁ>·Ü, €sÁe ÔásÁ>·Ü... bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿±\T s�‹³¼e#áTÌqT.

–<‘ : ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£” yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü, Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\qT ¿£qT>=qTeT.

3 2 2z 3x 11xy 3y  

   3 2 2 2 2 2 2z
3x 11xy 3y 3.3x 11y 1 0 9x 11y

x x

 
       

 

 3 2 2Z
3x 11x 3y 0 11 x 2y 3.2y 22xy 6y

y y

 
        

 

2

2

Z Z

x xx

   
     

     2 29x 11y 9 2x 11 0 18x
x


   



 
2

2

Z Z
22xy 6y

y y yy
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22x(1) 6(1) 22x 6   

 
2Z Z

22x 6y 22y(1) 0 22y
x y x y x

    
     

     

 
2

2 2z Z
9x 11y 0 11 2y 22y

y x y x y

    
            

2Z xy 3x 5y  

  2z
f x xy 3x 5y

x x

 
    
  

  (‚¿£Ø&ƒ y d¾œsÁs�¥>± uó²$+#�*.)

     2y x 3 x y 5
x x x

  
  

  

 2y 1 3(1) y(0)ax  

2y 3 

  2z
f y xy 3x 5y

y y

 
      

     2x y 3 x 5 y
y x y

  
   

  

   x 2y 3 0 5 1   

2xy 5 

 
2

2
2

z z
f xy y 3

x x xx

                
  ‚¿£Ø&ƒ yqT d¾œsÁs�¥>± uó²$+#�*.

   2y 3
x x

 
 
 

R 0 ` 0 R 0

   
2

2z z
f xy y 3

y x y x y

    
         

R    2y 3
y y
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2y 0 2y  

   
2

2

z z
f yy 2xy 5

y y yy

    
    

    

   2x y 5
y y

 
 

 

2x(1) 0 

2x

   
2z z

f yx 2xy 5
x y x xy x

    
        

   2y x 5
x x

 
 

 

2y 0 

2y

7.9 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T :

1. bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q uó²eqqT $e]+#áTeTT.

2. ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáTeTT\Å£” bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\qeTT ¿£qT>=q+&�.

        3 5 2 25x
a z 7x xy 2y b z c z 2x 6y 5x 3y

6x 7y
      



3. ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü, Xø—<ŠÝ eT]jáTT bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\H�\qT ¿£qT>=q+&�.

       
4

2 2 4 3 2 2 3 3a z x 2xy y b z x x y 3xy 2y c z x 2y        

4. ‡ ç¿ì+~ –ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáTeTT\Å£” –bÍ+Ôá –ÔáÎÔáTï\qT ¿£qT>·q+&�.

     2 2 2 2 2 2a Q 0.5K 2KL L b Q x 2xy 3y c Q 3x 5xy 4y        

5. ~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÜ“ $e]+|ŸÚeTT.

6. 2 2z 6x 9x 3xy 7y 5y      nHû ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£”, >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=qTeTT.

7. ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáTeTT\Å£” Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü Xø—<ŠÝ (pure) eT]jáTT $TçXøeT (mixed) bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTT\qT

   ¿£qT>=qTeTT.
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1,  3 3z x y 3xy   2. 2 2

1
z

x y



3. 

x
z log

x y

 
  

 
4. 2 2

x y
z

y x
 

5. 

2 2x y
z log

xy


  nqT ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£” 

2 2z y

x y y x

 


   
 n“ #áÖ|ŸÚeTT.

7.10 dŸ+ç|Ÿ~+#áT ç>·+<¸‘\T :

1. Alpha C. Chaiang Fundamental methods of Mathematical Economics, Third Edition,
Mc.Graw - Hill, International Editions

2. R.G.B. Allen Mathemaical Analysis for Economics, MAC Million

3. Edward T. Bowling Theory and Progress of Mathematics for Economics, Scyanm's artlin

series, Mc-Graw Hill stock Company.
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bÍsÄÁ+ ` 8    |ŸPsÁ’ ne¿£\qeTT ̀  €]œ¿±qTes�ï\T

$wŸjáT ç¿£eT+ :

8.0 –<ûÝXæ«\T

8.1 |ŸPsÁ’ ne¿£\“

8.1.1 |ŸPsÁ’ ne¿£\“ >·TD¿£eTT

8.2 ~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáÖ\ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÜ

8.2.1 ~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáÖ\ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ç|Ÿç¿ìjáTqT €]œ¿£ nqTesÁïq

8.2.2 dŸ+|ŸPsÁ’ bþ{¡ eÖÂsØ³T¼

8.2.3 @¿£kÍÇeT«<‘sÁT&ƒT eÖÂsØ³T¼

8.3 nuó²«dŸ+

8.4 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T

8.5 dŸ+ç|Ÿ~+#áT ç>·+<¸‘\T

8.0  –<ûÝXæ\T, \¿Œ±«\T :

1. bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\“ uó²eq, “sÁÇ#áqeTT, bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\“ ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÔáT\T, y�{ì €]œ¿£ nqTes�ï\qT >·Ö]Ì

Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌqT.

2. dŸ+|ŸPsÁ’ ne¿£\q uó²eq, “sÁÇ#áq+, ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÜ“ >·Ö]Ì Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌqT.

8.1 |ŸPsÁ’ ne¿£\“ (Total Differentiation) :

z = f(x, y) nqT Âs+&ƒT #á\s�Xø—\ ç|ŸyûTjáT+ýË y ýË @MT eÖsÁTÎ ýñÅ£”+&† x eÖsÁTÎ #î+~H� x ýË @MT eÖsÁTÎ

ýñÅ£”+&† y eÖsÁTÎ #î+~H�, ýñ¿£ x, y \T Âs+&ƒT eÖsÁTÎ #î+~H�, zýË eÖsÁTÎ edŸTï+~. #á\s�Xø—\T x, y Âs+&ƒT eÖsÁTÎ

#î+~q|Ÿð&ƒT z ýË e#ûÌ eÖsÁTÎ, x d¾œsÁeTT>± qT+&� y eÖsÁTÎ #î+~q|Ÿð&ƒT z ýË eºÌq eÖsÁTÎ eT]jáTT y d¾œsÁeTT>± qT+&�

x eÖsÁTÎ #î+~q|Ÿð&ƒT, z ýË e#ûÌ eÖsÁTÎ\T yîTTÔáïeTTqÅ£” dŸeÖqeTT.

‚ºÌq ÿ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT z=f(x, y) jîTT¿£Ø yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTTýÉÕq 
z z

,
x y

 

 
\qT ¿£qT>=“

y�{ì“, dŸMT¿£sÁDeTT 
z z

dx dy
x y
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–<‘ : 1  2 3z 3x xy 2y  

   2 3z
3x xy 2y 3 2x y 1 0 6x y

x x

 
        

 

 2 3z
3x xy 2y

y y

 
  

 

      2 20 x 1 2 3y x 6y     

  dŸ+|ŸPsÁ’ ne¿£\“,    2z z
z dx dy 6x y dx x 6y dy

x y

 
      

 

–<‘ : 2 : 
x

2
x y




       

   2 2

x y x x x y
z x x y xx y

x x x y x y x y

 
   

     
   

     

     

 

   

   2 2 2

x y x x x y
x y 0 x 1z x xy y

y y x y x y x y x y

 
  

      
    

      

  dŸ+|ŸPsÁ’ ne¿£\“      
 2 2 2

dz dz y x 1
dz dx dy dx dy ydx x dy

dx dy x y x y x y


        

  

nuó²«dŸeTT : ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáTeTT\Å£” dŸ+|ŸPsÁ’ ne¿£\“ ¿£qT>=qTeTT.

1. 2z 2x 9xy y   2. 
2xy

z
x y




3. 

2x
z

x y 1


 
4.  2 2z log x y  5.    z x y x y  

8.1.1 |ŸPsÁ’ ne¿£\q >·TD¿£eTT (Total differential Coefficient) : #á\s�¥ z, #á\s�Xø—\T x, w \ýË ÿ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT

i.e., z = f(x, y)  eT]jáTT  x w    nsTTq|Ÿð&ƒT, 
z

w




qT  z f x, w  ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø |ŸPsÁ’ ne¿£\q >·TD¿£eT+{²sÁT.

‡ |ŸPsÁ’ ne¿£\q >·TD¿£eTTqT ¿£qT>=qT³Å£” yîTT<Š³  z f x, w  jîTT¿£Ø |ŸPsÁ’ ne¿£\““ ¿£qT>=“ <‘““ dw ÔÃ

uó²Ð+#áeýÉqT.

ç|ŸyûTjáTeTT z=f(x, w)  jîTT¿£Ø |ŸPsÁ’ ne¿£\“

z z
dz dx dw

x w
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B““ Âs+&ƒT yîÕ|ŸÚý² dw ÔÃ uó²Ð+#á>±

dz z dx z dw

dw x dw w dw

 
   
 

 neÚÔáT+~.

n|Ÿð&ƒT |ŸPsÁ’ ne¿£\““ >·TD¿£eTT

dz z dx z

dw x dw w

 
  
 

 neÚÔáT+~.

–<‘ : 2z 3x w  ‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT ‚¿£Ø&ƒ 2x 2w w 4  

|ŸPsÁ’ ne¿£\q >·TD¿£eTT 
dz z dx z

dw x dw w

 
  
 

   2z
3x w 3 1 0 3

x x

 
    

 

 2z
3x w 2w

w w

 
   

 

 2dx d
2w w 4 2 2w 1 4w 1

dw dw
       

 
z z dx z

3 4w 1 2w 12w 3 2w 10w 3
w x dw w

  
           
  

–<‘ : ‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT 2 2z 2x xy y , x 3y   

‡ ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£” |ŸPsÁ’ ne¿£\q >·TD¿£eTT

z z dx z

y x dy y

  
  

  

   2z
2x xy y 2(1) y 1 0 2 y

x x

 
       

 

   2z
2x xy y 0 x 1 2y x 2y

y y

 
       

 

 2dx d
3y 3 2y 6y

dy dy
   

    2 2z z dx z
2 y 6y x 2y 12y 6x x 2y 6y 10y x

y x dy y
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8.2 ~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáÖ\ >·]wŸ¼ $\Te\T :

~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáÖ\ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\qT ¿£qT>=qT³Å£” ¿±e\d¾q €eXø«¿£, |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\qT (necessary

and sufficient conditions) Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌqT eT]jáTT €eXø«¿£, |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\qT –|ŸjîÖÐ+º #á\s�Xø—\T @ $\Te\T

<Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáTeTT >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼eTeÚÔáT+<Ã Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌqT. eT]jáTT ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø >·]wŸ¼ ¿£“wŸ¼ $\Te\qT ¿£qT>=q&†“•

>·Ö]Ì Ôî\TdŸT¿Ãe#áTÌ.

z = f(x, y) ç|ŸyûTjáT+ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\qT >·Ö]Ì $|ŸÚ\eTT>± #îbÍÎ\+fñ x #á\s�¥, »aµ $\Te qT+&� y #á\s�¥

»bµ $\Te qT+&� @ $<óŠ+>± eÖ]H� (a, b) _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ z >·]wŸ¼yîT®Ôû € ç|ŸyûTjáÖ“¿ì (a, b) _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ >·]wŸ¼ $\Te

eÚ+<Š+{²sÁT. ný²¹> x #á\s�¥ »aµ $\Te qT+&� y #á\s�¥ »bµ $\Te qT+&� mý² eÖ]H� (a, b) _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ z ¿£“wŸ¼

$\Te ¿£*ÐjáTT+fñ € ç|ŸyûTjáTeTT (a, b)  _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ ¿£“wŸ¼ $\Te ¿£*ÐjáTT+<Š+{²sÁT. ¿±‹{ì¼ z=f(x, b) nHû ç|ŸyûTjáTeTT

x jîTT¿£Ø eÖsÁTÎÔÃqT, y jîTT¿£Ø eÖsÁTÎÔÃqT >·]wŸ¼ (¿£“wŸ¼) $\Te ¿£*ÐjáTTq•|Ÿð&û € ç|ŸyûTjáTeT+ >·]wŸ¼ (¿£“wŸ¼) $\Te

¿£*ÐjáTT+<Š+{²sÁT.

z = f(x, y) nHû ç|ŸyûTjáT|ŸÚ n+Ôá« $\Te\T dŸÖº+#û _+<ŠTeÚ\ <Š>·ZsÁ 
f f

0, 0
x y

 
 

 
 neÚÔáT+~. ¿±“

f f
0, 0

x y

 
 

 
 nHû “jáTeT+ ‡ ç|ŸyûTjáT+ n+Ôá« $\Te\Å£” neXø«¿£ “jáTeTyûT ¿±“ |Ÿs�«|Ÿï “jáTeT+ ¿±<ŠT. m+<ŠT¿£+fñ

¿=“• ç|ŸyûTjáÖ\Å£”, n+Ôá« $\Te\qT #î|ŸÎýñ“ _+<ŠTeÚ\ <Š>·ZsÁ 
f f

0, 0
x y

 
 

 
 neÚÔáT+~. ¿±“ n$ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì n+Ôá«

$\Te ¿±<ŠT.

ÿ¿£ ç|ŸyûTjáT+ n+Ôá« $\Te\T € ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼ ¿£“wŸ¼ $\Te\T dŸÖºkÍïsTT. z = f(x, y) ç|ŸyûTjáT|ŸÚ jîTT¿£Ø

>·]wŸ¼ $\Te\qT dŸÖº+#áT _+<ŠTeÚ e<ŠÝ 

2

2 2

f f
0, 0

x y

 
 

 
 eT]jáTT 

22 2 2

2 2 2

f f f

x yx y

      
               

 neÚÔáT+~. ný²¹>

ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ¿£“wŸ¼ $\Te\qT dŸÖº+#û _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ 

2 2

2 2

f f
0, 0

x y

 
 

 
 eT]jáTT 

22 2 2

2 2

f f f

x. yx y

      
              

 neÚÔáT+~.

™|Õq #î|ŸÎ&†“¿ì $|ŸsÁ«eTT>±, z = f(x, y) ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ÿ¿£ _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ 

2 2

2 2

t t t t
0, 0, 0, 0

x y x y

   
   

   
 eT]jáTT

22 2 2

2 2

f f f

x yx y

      
              

 nsTTÔû € _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ € ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼ $\Te ¿£*ÐjáTT+³T+~. ný²¹> z=f(x, y)

ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø ÿ¿£ _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ 

2 2

2 2

f f f f
0, 0, 0, 0

x y x y

   
   

   
 eT]jáTT 

22 2 2

2 2

f f f

x yx y

       
                  

 ¿£“wŸ¼
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$\Te ¿ £*ÐjáTT+³T+~. z = f(x, y)  ç| Ÿy û Tj áTeTT jîTT¿ £Ø ÿ¿ £ _+< ŠTeÚ < Š> · Zs Á  
t t

0, 0
x y

 
 

 
 nsTT

22 2 2

2 2

f f f

x yx y

       
                   

 nsTTÔû € _+<ŠTeÚ  Saddle _+<ŠTeÚ neÚÔáT+~. € _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼ ýñ<‘

¿£“wŸ¼ $\Te\T –+&ƒeÚ. ný²¹> z=f(x, y)  ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ÿ¿£ _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ 
f f

0, 0
x y

 
 

 
 nsTT 

22 2 2

2 2

f f f

x yx y

       
                   

nsTTÔû € _+<ŠTeÚ <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáT+ >·]wŸ¼ ¿£“wŸ¼ $\Te ¿£*ÐjáTT+³T+<Ã ýñ¿£ ¿£“wŸ¼ $\Te ¿£*ÐjáTT+³T+<Ã #î|ŸÎýñ+.

z = f(x, y) ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\Å£” €eXø«¿£ |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\T :

1. €eXø«¿£ “jáTeT+ : (a) z = f(x, y) nqT ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ (n+Ôá«) $\Te\ <Š>·ZsÁ 
f f

0, 0
x y

 
 

 
 neÚÔáT+~.

2. |Ÿs�«|Ÿï “jáTeT+ : (a) z = f(x, y) nqT ç|ŸyûTjáT+ ÿ¿£ n+Ôá« $\Te <Š>·ZsÁ 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

f f f f f
0, 0,

x yx y x y

     
           

nsTTÔû € n+Ôá« $\Te € ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼ $\Te neÚÔáT+~.

(b) z = f(x, y) nqT ÿ¿£ ç|ŸyûTjáT|ŸÚ n+Ôá« $\Te <Š>·ZsÁ 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

f f f f f
0, 0,

x yx y x y

     
           

 nsTTÔû, €

n+Ôá« $\Te € ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ¿£“wŸ¼ $\Te neÚÔáT+~.

™|Õq #î|¾Îq €eXø«¿£, |Ÿs�«|Ÿï “jáTeÖ\qT esÁTdŸ>± z = f(x, y) nqT ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ¿£“wŸ¼, >·]wŸ¼ $\Te\Å£” dŸ+‹+~ó+ºq

yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeT+ (First Order Condition) Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeT+ (Second Order Condition) n“ Å£L&†

n+{²sÁT.

™|Õq #î|ŸÎ‹&�q z = f(x, y)  nHû ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\Å£” dŸ+‹+~ó+ºq “jáTeÖ\qT |Ÿ{ì¼¿£ sÁÖ|Ÿ+ýË ‡

ç¿ì+<Š #áÖ|Ÿ‹&�q $<óŠ+>± çy�jáTe#áTÌ.

“jáTeT+ >·]wŸ¼ ¿£“wŸ¼ kÍ&�ýÙ _+<ŠTeÚ

yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeT+
t t

0
x y

 
 

 

t t
0

x y

 
 

 

t t
0

x y

 
 

 

Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeT+

2 2

2 2

t t
0

x y

 
 

 

2 2

2 2

t t
0, 0

x y

 
 

 

2 2

2 2

t t
,

x y

 

 
e«Ü¹s¿£ >·TsÁTï\T

22 2 2

2 2

t t t

x yx y

   
        

22 2 2

2 2

t t t

x yx y

   
        

22 2 2

2 2

t t t

x yx y
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8.2.1 ÿ¿£ ~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÜ : ‚ºÌq ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\Å£” dŸ+‹+~ó+ºq

yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ\qT çy��dï Âs+&ƒT dŸMT¿£sÁD²\T çy�kÍïsTT. y�{ì“ kÍ~ó+#á>± ç|ŸyûTjáÖ“¿ì n+Ôá« $\Te\“#ûÌ

Âs+&ƒT #á\s�Xø—\ $\Te\T ekÍïsTT. M{ìýË @ $\Te\T <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼ $\Te eÚ+³T+<Ã, @ $\Te <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì

¿£“wŸ¼ $\Te eÚ+³T+<Ã nHû $wŸjáT+ Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeT+ dŸVŸäjáT+ÔÃ Ôî\TdŸT¿=qe#áÌqT. –<‘VŸ²sÁDÅ£” z = f(x, y)

nHû ç|ŸyûTjáT+ yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeTyîT®q 
t t

0, 0
x y

 
 

 
qT kÍ~ó+#á>± x = a, y = b eºÌ+<ŠqTÅ£”+<‘+. ‡ x = a, y

= b $\Te\ e<ŠÝ 

22 2 2 2

2 2

t t t t
0, 0,

y x yx y

      
               

 nsTTÔû y�{ì <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáTeTT >·]wŸ¼ $\Te ¿£*Ð eÚ+³T+~.

n|Ÿð&ƒT ‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ýË x = a, y = b qT ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±, ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼ $\Te edŸTï+~. ‚ý² ¿±Å£”+&† x = a, y = b

$\Te\T <Š>·ZsÁ 

22 2 2 2 2

2 2 2 2

t t t t t
0, 0,

x yx y x y

         
                      

nsTTÔû ‡ x, y  $\Te\T <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì ¿£“wŸ¼ $\Te

–+³T+~. n|Ÿð&ƒT ‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ýË x=a, y = b qT ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±, ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ¿£“wŸ¼ $\Te edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD (1) :   2 2z f x, y x xy 2y 36      nHû ç|ŸyûTjáT|ŸÚ n+Ôá« $\Te\T ¿£qT>=qTeTT.

yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeT+  2 2z
x xy 2y 3 0

x x

 
    

 

  2x y 0    `````````` (1)

 2 2z
x xy 2y 3 0

y x

 
    

 

     x 4y 0   `````````` (2)

2x y 0 (1)

2x 8y 0 (2) 2

          

            

       

Sum -7y = 0

y 0 

y $\TeqT dŸMT¿£sÁDeTT (1)ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>± 2x = 0, x 0 

x 0  , y = 0 <Š>·ZsÁ ‚ºÌq ç|ŸyûTjáÖ“¿ì n+Ôá« $\Te eÚ+³T+~. ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ‡ n+Ôá« $\Te

2 2z 0 0.0 2.0 3 3    

     2.   2 2z f x, y x xy y 2x y        nHû ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=qTeTT.

 2 2z z
x xy y 2x y 2x y 2 0

x x x

  
           

  
````` (1)
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 2 2z z
x xy y 2x y x 2y 1 0

y y y

  
          

  
  ```````(2)

dŸMT¿£sÁDeTT\T (1), (2)\T kÍ~ó+#á>±

2x y 2 (1)

x 2y 1 (2)

   

  

4x 2y 4 (1) 2

x 2y 1 (2)

3x 5

    

 

            

  

5 5
x x

3 3


  


$\TeqT dŸMT¿£sÁDeTT (1)ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

5 10 10 6 10 4 5 4
2 y 2 y 2, y 2 x , y

3 3 3 3 3 3 3

 
                

 ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ“• ‹{ì¼ 
5 4

x , y
3 3

   <Š>·ZsÁ n+Ôá« $\Te\T –

+{²sTT. ‡ $\Te\T <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te eÚ+³T+<Ã Ôî\TdŸT¿=q&†“¿ì Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ“•

|Ÿ¯¿ìŒ+#áe\d¾jáTTq•~.

Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ“¿ì dŸ+‹+~ó+ºq ne¿£\q >·TD¿£+ 

2 2

2 2

z z
,

x y

 

 
 eT]jáTT  

2y

x y



 

5 5
x x

3 3


  


 $\TeqT dŸMT¿£sÁDeTT (1)ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

5 10 10 6 10 4 5 4
2 y 2 y 2, y 2 x , y

3 3 3 3 3 3 3

 
                 

  ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ“• ‹{ì¼ 
5 4

x , y
3 3

   <Š>·ZsÁ n+Ôá« $\Te\T –

+{²sTT. ‡ $\Te\T <Š>·ZsÁ ç|ŸyûTjáÖ“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te eÚ+³T+<Ã Ôî\TdŸT¿=q&†“¿ì Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ“•

|Ÿ¯¿ìŒ+#áe\d¾jáTTqq~. Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ“¿ì dŸ+‹+~ó+ºq ne¿£\q >·TD¿£+ 

2 2

2 2

z z
,

x y

 

 
 eT]jáTT 

2z

x y



 
.

 
2

2

z z
2x y 2 2(1) 0 0 2

x x xx

    
                



qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq€#�sÁ« H�>±sÁT̈q $XøÇ$<‘«\jáTeTT <ŠÖsÁ$<‘« ¹¿+ç<ŠeTT8.8

 
2

2

z z
x 2y 1 0 2(1) 0 2

y x yy

    
          

    

 
2z z

x 2y 1 0 2(1) 0 2
x y y x y

    
              

 
2z z

x 2y 1 1 0 0 1
x y x y x

    
        

     

5 4
x , y

3 3
    $\Te\T <Š>·ZsÁ 

22 2 2 2 2

2 2 2 2

t t t t z
0, 0,

x yx y x y

            
                              

 Âs+&ƒe “jáTeÖ“• ‹{ì¼ 
5 4

x , y
3 3

   $\Te\T Ôá>·Z, ‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ >·]wŸ¼ $\TeqT ¿£*ÐjáTT+³T+~. ‡

ç|ŸyûTjáT+ ÿ¿£Ø >·]wŸ¼ $\Te ¿£*ÐjáTTq•~. B“¿ì ¿£“wŸ¼ $\Te\T ýñeÚ.

  ç|ŸyûTjáT+ >·]wŸ¼ $\Te R 

2 2
5 5 4 4 5 4 7

2
3 3 3 3 3 3 3

   
          
   

8.2.2 €]œ¿£ nqTesÁïq : ~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáÖ\ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ ç|Ÿç¿ìjáTqT|ŸjîÖÐ+º dŸ+|ŸPsÁ’ bþ{¡ eÖÂsØ³T (Perfect

Condition)ýË ÿ¿£ dŸ+dŸœ Âs+&ƒT edŸTïeÚ\qT –ÔáÎÜï #ûdŸTïq•|Ÿð&ƒT ÔáeT ý²uó²“• >·]wŸ¼+ #ûdŸT¿Ãe&†“¿ì, € edŸTïeÚ\qT @

kÍœsTTýË –ÔáÎÜï #ûdŸTï+<Ã eT]jáTT ÿ¿£ @¿£kÍÇeT«<‘sÁT&ƒT (Monopoint) Âs+&ƒT edŸTïeÚ\qT –ÔáÎÜï #ûdŸTïq•|Ÿð&ƒT ÔáeT

ý²uó²“• >·]wŸ¼+ #ûdŸT¿=qT³Å£” € edŸTïeÚ\qT @ <óŠsÁ\ <Š>·ZsÁ neTTˆÔ�&Ã Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌqT.

8.2.3 dŸ+|ŸPsÁ’ bþ{¡ eÖÂsØ{Ù : ÿ¿£ dŸ+dŸœ Âs+&ƒT edŸTïeÚ\qT –ÔáÎÜï #ûdŸTïq•|Ÿð&ƒT y�{ì kÍœsTT“ “sÁ’sTT+#á³+ dŸ+|ŸPsÁ’ bþ{¡

eÖÂsØ{ÙýË ÿ¿£ dŸ+dŸœ Âs+&ƒT edŸTïeÚ\T 1 2x , x qT –ÔáÎÜï #ûd¾ y�{ì“ esÁTdŸ>± 1 2p , p  <óŠsÁ\ <Š>·ZsÁ neTTˆÔáT+<ŠqTÅ£”+<‘+.

eT]jáTT € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –eTˆ&� e«jáT ç|ŸyûTjáT+ (Joint Cost Function)  1 2T T x , x  nqTÅ£”+<‘+. n|Ÿð&ƒT € dŸ+dŸœ

s�‹&� ç|ŸyûTjáT+ (revenue function).

 1 2 1 1 2 2R x , x p x p x 

ý²uó„eTT ç|ŸyûTjáT+    1 1 2 1 2R x , x T x , x    neÚÔáT+~. ‡ ý²uó„+ ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ yîTT<Š{ì

ÔásÁ>·Ü “jáT+ 
1 2

0, 0
x x

 
 

 
.

‡ Âs+&ƒT dŸMT¿£sÁD²\qT kÍ~ó+#á>± 1 2x , x kÍœsTT Ôî\TdŸTï+~. Âs+&ƒT edŸTïeÚ\ ‡ kÍœsTT\ <Š>·ZsÁ ý²uó„+ >·]wŸ¼+

¿±e#áTÌ. ýñ¿£ ¿£“wŸ¼+ ¿±e#áTÌ. edŸTïeÚ\ –ÔáÎÜï @ kÍœsTT <Š>·ZsÁ –+&û ý²uó„+ >·]wŸ¼+ neÚÔáT+<Ã Ôî\TdŸT¿Ãe&†“¿ì, >·]wŸ¼ ¿£“wŸ¼

$\Te Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ\qT |Ÿ¯¿ìŒ+#�*.
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2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 21 2 1 2

0, 0,
x xx x x x

             
                 

 nsTTÔû n$ ý²uó²“• >·]wŸ¼+ #û�d edŸTïeÚ kÍœsTT\T ‡ 1 2x , x

$\Te\qT ý²uó„+ ç|ŸyûTjáT+ ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>± dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø >·]wŸ¼ ý²uó„+ edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD : ÿ¿£ dŸ+dŸœ Âs+&ƒT edŸTïeÚ\qT ÔájáÖsÁT#ûdŸTï+~. <‘“ –eTˆ&� e«jáT ç|ŸyûTjáT+ 2 2
1 1 2 2T x x x 3x    eT]jáTT

y�{ì <óŠsÁ\T esÁdŸ>± sÁÖ.7, 20 nsTTÔû ý²uó²\qT >·]wŸ¼+ #û�d edŸTï kÍœsTT\qT ¿£qT>=“ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø >·]wŸ¼ ý²uó²“•

¿£qT>=qTeTT.

dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –eTˆ&� e«jáT ç|ŸyûTjáT+ 2 2
1 1 2 2T x x x 3x  

1 2x , x \ <óŠsÁ\T esÁTdŸ>± 7, 20 ¿±‹{ì¼ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø s�‹&� ç|ŸyûTjáT+ 1 2R 7x 20x 

ý²uó„+ ç|ŸyûTjáT+    2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2R T 7x 20x x x x 3x 7x 20x x x x 3x            

‡ ç|ŸyûTjáT+ jîTT¿£Ø >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeT+

 2 2
1 2 1 1 2 2

1 1

7x 20x x x x 3x 0
x x

 
     

 

1 2x 3, x 3    <Š>·ZsÁ ý²uó„+ >·]wŸ¼+ ¿±e#áTÌ ýñ<‘ ¿£“wŸ¼+ ¿±e#áTÌ. ‡ 1 2x 2, x 3   edŸTïeÚ\ <Š>·ZsÁ ý²uó„+

>·]wŸ¼+ neÚÔáT+<Ã ýñ<Ã Ôî\TdŸT¿=q&†“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeT+ |Ÿ¯¿ìŒ+#�*.

Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeT+ 

2 2

2 2
1 2

,
x x

   

 
 eT]jáTT 

22

1 2x x

  
     

 
2

1 22
1 1 11

7 2x x 0 2(1) 0 2 0
x x xx

     
          
    

 
2

1 22
2 2 22

20 x 6x 0 0 6 6 0
x x xx

     
          
    

 
22

1 2
1 2 1 2 1

20 x 6x 0 1 0 1
x , x x x x

       
                  

 
2 2 2

2

2 2
1 21 2

2 6 12 1 1
x . xx x

         
                     

ý²uó„+ ç|ŸyûTjáT+ Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeT+ ç|Ÿ¿±sÁ+
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1 2 1 2
1

7(1) 0 2x x (1) 0 7 2x x
x


       



1 2
1

0 7 2x x 0
x


    


---------(1)

   2 2
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2

7x 20x x x x 3x 0 20(1) 0 x 1 3 2x 20 x 6x
x x

 
             

 

1 2
2

20 x 6x 0
x


   


 -----------(2)

dŸMT¿£sÁD²\qT (1), (2) kÍ~ó+#á>±

1 22x x 7     ---------- (1)

1 22x x 7   --------------(1)

1 2x 6x 20   

1 2x 6x 20   ----------- (2)

dŸMT¿£sÁDeTT (2)“ 2#û >·TDì+#á>±

1 22x x 7   ------------ (1)

1 22x 12x 4  ------------(2) I 2

``````````````````

211x 33  

2

33
x 3

11


 


2x  $\TeqT dŸMT¿£sÁD+ (1)ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

1 1 12x 3 7 2x 7 3 4 2x 4       

1

4
x 2

2
 

1 2x 2, x 3   <Š>·ZsÁ >·]wŸ¼+ neÚÔáT+~.

dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø >·]wŸ¼ ý²uó„+  227 2 20 3 2 2 3 3 2 14 60 4 6 12 52             

8.2.4 @¿£kÍÇeT«<‘sÁT&ƒT Âs+&ƒT edŸTïeÚ\qT –ÔáÎÜï #ûdŸTïq•|Ÿð&ƒT y�{ì <óŠsÁ\qT “sÁ’sTT+#á&ƒ+ : Âs+&ƒT edŸTïeÚ\T 1 2x , x qT

–ÔáÎÜï #ûdŸTïq• @¿£kÍÇeT«<‘sÁT“ –eTˆ&� e«jáT ç|ŸyûTjáT+  1 2c c x , x  nqTÅ£”+<‘+. n|Ÿð&ƒT @¿£kÍÇeT«<‘sÁT“ ý²uó„



hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh|ŸPsÁ’ ne¿£\qeTT...8.11>·DìÔá |Ÿ<ŠÆÔáT\T

ç|ŸyûTjáT+  1 1 2 2 1 2x p x p c x , x     jîTT¿£Ø >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeT+

1 2

0, 0
x x

 
 

 

1 2
1 2

1 1 2 1

x xc c
i.e., x p p 0

x xp x p

     
      

      
----------------(1)

 1 2
2 1 2

1 2 2 2

x xc c
x p p 0

x p x p

     
       

      
------------------- (2)

‡ Âs+&ƒT dŸMT¿£sÁDeTT\T kÍ~ó+#á>± 1 2p , p  $\Te\T Ôî\TkÍïsTT. ‡ <óŠsÁ\ e<ŠÝ ý²uó„+ >·]wŸ¼+ neÚÔáT+<Ã ýñ<Ã

Ôî\TdŸT¿=q&†“¿ì >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼, $\Te\ Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ\qT |Ÿ¯¿ìŒ+#áT¿Ãe#áTÌ. ‡ <óŠsÁ\ kÍœsTT e<ŠÝ

22 2 2 2

2 2 2
1 21 1 2

0,
p pp p p

           
                

nsTTÔû n$ ý²uó²“• >·]wŸ¼+ #û�d <óŠsÁ\T neÚÔ�sTT. n|Ÿð&ƒT @¿£kÍÇeT«<‘sÁT&ƒT ‡ <óŠsÁ\Hû Ôáq edŸTïeÚÅ£” “sÁ’sTTkÍï&ƒT.

–<‘ : ÿ¿£ @¿£kÍÇeT«<‘sÁT&ƒT 1 2x , x  nHû Âs+&ƒT edŸTïeÚ\qT esÁTdŸ>± d¾œsÁdŸ>·³T e«jáT+ sÁÖ.2, sÁÖ.3, <Š>·ZsÁ –ÔáÎÜï #ûdŸTïH�•&ƒT.

‡ Âs+&ƒT edŸTïeÚ\ &�eÖ+&ƒT ç|ŸyûTjáÖ\T  1 2 1 2 2x 5 p p , x 32 5p 10p      nsTTÔû @¿£kÍÇeT«<‘sÁT“ ý²uó²“• >·]wŸ¼+

#û�d <óŠsÁ\qT “sÁ’sTT+º nÔá“ >·]wŸ¼ ý²uó²“• ¿£qT>=qTeTT.

@¿£kÍÇeT«<‘sÁT&ƒT 1 2x , x  nHû Âs+&ƒT edŸTïeÚ\qT esÁTdŸ>± d¾œsÁdŸ>·³T e«jáT+ sÁÖ.2, sÁÖ.3 <Š>·ZsÁ –ÔáÎÜï #ûdŸTïH�•&ƒT.

¿±‹{ì¼ nÔá“ –eTˆ&� ç|ŸyûTjáT+

1 2c 2x 3x  ----------(1)

‡ Âs+&ƒT edŸTïeÚ\ &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT\T

1 2 1 2 1 2x 5p 5p , x 32 5p 10p    

1 1 2 2

1 2 1 2

x x x x
5, 5, 5, 10

p p p p

   
      
   

@¿£kÍÇeT«<‘sÁT“ ý²uó„+ ç|ŸyûTjáT+

     1 1 2 2 1 2 1 1 2 2p x p x 2x 3x p 2 x p 3 x         -------------- (2)

ý²uó„+ ç|ŸyûTjáT+ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ yîTT<Š{ì ÔásÁ>·Ü “jáTeT+

         1 2
1 1 1 2 1 1 2 2

1 1 1

x x
p 2 x p 3 x p 2 x p 3 x 0

p p p p
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           1 2
1 1 2 1 2 1 2

1 1

x x
p 2 x p 3 p 2 5 5p 5p p 3 5

p p

 
            

 

1 2 1 2 1 25p 10 5p 5p 5p 15 10p 10p 5          

R
1

0
p






1 210p 10p 5 0    ----------- (3)

   1 1 2 2
2 2

p 2 x p 3 x
p p

 
      

     1 2 1 2p 2 5 p 3 10 32 5p 10p       

1 2 1 2 1 25p 10 10p 30 32 5p 10p 10p 20p 52         

2

0
p






1 210p 20p 52 0    -------------- (4)

1 2

1 2

10p 10p 5

10p 20p 52

 

   

----------------------------

        210p 47  

$\TeqT (3) dŸMT¿£sÁD+ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

 1 2 1 110p 10p 4.7 5 10p 5 47 10p 42         

1

42
p 4.2

10


 


1 2p 4.2, p 4.7   <óŠsÁ\ <Š>·ZsÁ ý²uó„+ >·]wŸ¼+ neÚÔáT+<Ã ýñ<Ã Ôî\TdŸT¿Ãe&†“¿ì, >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ ÔásÁ>·Ü

“jáTeÖ“• |Ÿ¯¿ìŒ+#�*. Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeÖ“¿ì dŸ+‹+~ó+ºq ne¿£\q >·TD¿£eTT

 
2 2 2 2

1 22 2 2
1 2 1 1 11 2 1

, , 10p 10p 5
p p p p pp p p

           
      

        

10(1) 0 0 10     

 
2

1 22
2 2 12

10p 20p 52
p p pp

     
    
    

0 20(1) 0 20    

 
2

1 2
1 2 1

10p 20p 52 10
p p p
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1 2p 4.2, p 4.7    e<ŠÝ 

2 2

2 2
1 2

0, 0
p p

   
 

 

  
22 2 2

2

2 2
1 21 2

10 20 200 10 100
p pp p

         
                    

  ÿ¿£ ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\ Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü “jáTeT+ ç|Ÿ¿±sÁ+ 1 2p 4.2, p 4.7   <Š>·ZsÁ ý²uó„+ >·]wŸ¼+

neÚÔáT+~.

@¿£kÍÇeT«<‘sÁT“ ý²uó„+ >·]wŸ¼+ #û�d 1x  <óŠsÁ sÁÖ.4.2, 2x  <óŠsÁ sÁÖ.4.7

‡ <óŠsÁ\ e<ŠÝ &�eÖ+&Ž    1x 5 4.7 5 4.2 23.5 21.0 2.5    

   2x 32 5 4.2 10 4.7 32 21 47 6      

  @¿£kÍÇeT«<‘sÁT“ >·]wŸ¼ ý²uó„+

        42.2 2.5 4.7 3 6 2.2 12.51 1.7 6 15.7      

8.3 nuó²«dŸ+ :

‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q >·TD¿£eTTqT ¿£qT>=qTeTT.

1.

25x
z

5x y 4


 

   

 

2 2
2

2

d d
5x y 4 5x 5x 5x y 4

z d 5x dx dx
x dx 5x y 4 5x y 4

     
        

   

 

2

2

5x y 4 5.2x 5x .5 1

5x y 4

  


 

 

 

2

2

5x y 4 10x 25x

5x y 4

   


 

   

2 2 2

2 2

50x 10xy 40x 25x 50x 10xy 40x

5x y 4 5x y 4

    
 

   

   

   

2 2
2 2

2 2

d d
x y 4 5x 5x 5x y 4

z 5x 5x y 4.0 5x .0 1 0dx dx
y y 5x y 4 5x y 4 5x y 4

           
            

   

2 2

2 2

0 5x 5x

5x y 4 5x y 4




   

2. 1.7
1 1x p p0.8  eT]jáTT 0.5 0.2

2 1 2x P P \T Âs+&ƒT edŸTïeÚ\ &�eÖ+&ƒT ç|ŸyûTjáÖ\T. bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\qeTT <‘Çs�

edŸTïeÚ\ |ŸPsÁ¿±ýË, bþ{¡ÔáÔáÇ ¿£qT>=qTeTT.

@ sÁ¿£yîT®q edŸTïeÚ\T ¿=qT>=qT³Å£” bÍ¿ìŒ¿£ n+ÔásÁ y�«¿Ã#áÔáÇeTT ¿£qT>=qeýÉqT. nq>±
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1.7 0.8 1.7 0.8 11 2
1 1 2 1 2

2 1 2

x x x
, , x p p , P 0.8 P

p p P
    

 
  

1.7 0.2 0.5 0.2
1 2 2 1 20.7 0.2

1 2

1 1
p 0.8 p 0.8 0, x p p

p p

         

0.5 1 0.5 0.2
1 1 2 0.5 0.2

1 1 2

x 1 1
0.5p p p 0.5 0

p p p

  
    



1 2

2 1

x x
,

p p

 

 
 \T <óŠH�Ôáˆ¿£eTT ¿±‹{ì¼ 1 2x , x \T bþ{¡ÔáÔáÇ edŸTïeÚ\T

3. 2 3z 3x xy 2y   nHû ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø dŸ+|ŸPsÁ’ ne¿£\“ ¿£qT>=qTeTT.

dŸ+|ŸPsÁ’ ne¿£\“  2 3z z z
dz x y 3x xy 2y 3.2x y (6x y)

x y x x

   
            
   

   2 3z
3x xy 2y 0 x 1 2.3y x 6y

y y

 
       

 

   dz 6x y dx x 6y dy    

4. ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=qTeTT.

3 2 2z y y xy x 4    

 3 2 2z
y y xy x 4 y 2x

x x

 
      

 

z
0

x






2x y 0  `````````(1)

 3 2 2 2z
y y xy x 4 3y 2y x

y y

 
       

 

2z
0 3y 2y x 0

y


    


`````````(2)

dŸMT¿£sÁDeTT (1) eT]jáTT (2) kÍ~ó+#á>± 
1 1

x , y
4 2

   e#áTÌqT.

 
2

2

z z
2x y 2 0

x x xx
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2

2

2

z z
3y 2y x 6y 2

y y yy

    
      
    

1
y

2
   <Š>·ZsÁ

2

2

z 1
6 2 3 2 1 0

2y

 
        



2 2

2 2

z z
,

x y

 

 
 e«Ü¹s¿£ >·TsÁTï\T ¿£*Ð –q•$ ¿±eÚq ç|ŸyûTjáTeTT >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te ¿£*Ð –+&ƒ<ŠT. ¿±“ Saddle Point

¿£*Ð –+³T+~.

5. 2 2Q LK 0.2L 0.5    nsTTq çXøeT, eTÖ\<óŠqeTT eT]jáTT –bÍ+Ôá –ÔáÎÜï ¿£qT>=qTeTT.

çXøeT jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá –ÔáÎÜï R  2 2Q
LK 0.2L 0.8K

L L

 
  

 

K 0.2.2L 0 K 0.4L    

eTÖ\<óŠqeTT jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá –ÔáÎÜï R  2 2LK 0.2L 0.8K
K


 



2 2L 0 0.8.2K L 0.16K    

8.4 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T :

1. bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q uó²eqqT $e]+#áTeTT.

2. ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáTeTT\Å£” bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\qeTT ¿£qT>=q+&�.

        3 5 2 25x
a z 7x xy 2y b z c z 2x 6y 5x 3y

6x 7y
      



3. ‡ ç¿ì+~ ç|ŸyûTjáÖ\Å£” Âs+&ƒe ÔásÁ>·Ü, Xø—<ŠÝ eT]jáTT bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\H�\qT ¿£qT>=q+&�.

       
4

2 2 4 3 2 2 3 3a z x 2xy y b z x x y 3xy 2y c z x 2y        

4. ‡ ç¿ì+~ –ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáTeTT\Å£” –bÍ+Ôá –ÔáÎÔáTï\qT ¿£qT>·q+&�.

     2 2 2 2 2 2a Q 0.5K 2KL L b Q x 2xy 3y c Q 3x 5xy 4y        

5. ~Ç#á\s�¥ ç|ŸyûTjáT|ŸÚ >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÜ“ $e]+|ŸÚeTT.

6. 2 2z 6x 9x 3xy 7y 5y      nHû ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£”, >·]wŸ¼, ¿£“wŸ¼ $\Te\T ¿£qT>=qTeTT.
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8.5  dŸ+ç|Ÿ~+#áT ç>·+<¸‘\T :

1. Alpha C. Chaiang Fundamental methods of Mathematical Economics, Third Edition,
Mc.Graw - Hill, International Editions

2. R.G.B. Allen Mathemaical Analysis for Economics, MAC Million

3. Edward T. Bowling Theory and Progress of Mathematics for Economics, Scyanm's artlin

series, Mc-Graw Hill stock Company.
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bÍsÄÁ+ `9 dŸeÖ¿£\q+

bÍsÄ�«+Xøç¿£eTeTT:

9.0 –<ûÝXæ\T

9.1 |Ÿ]#ájáT+

9.2 dŸeÖ¿£\q uó²eq

9.3 n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\q+

9.4 dŸeÖ¿£\“ ¿£qT>=Hû ¿=“• |Ÿ<ŠÆÔáT\T

9.5 “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\q+

9.6 nuó²«dŸeTT

9.7 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T

9.8 dŸ+ç|Ÿ~+#áT ç>·+<¸‘\T

9.0 –<ûÝXæ\T :

ÿ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT ‚�dï <‘“ ne¿£\q >·TD¿±“• ¿£qT>=q&†“• >·Ö]Ì MT¿ì~ esÁÅ£” HûsÁTÌ¿=H�•sÁT. B“¿ì $|ŸsÁ«jáT+>±

ÿ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿±“•�dï, € ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qe#áTÌ. ‚ý² ç|ŸyûTjáT+ jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿±“•ºÌq|ŸÚ&ƒT

ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÜHû dŸeÖ¿£\q+ n+{²sÁT. ‡ uó²>±“• #á~$q ‡ ç¿ì+<Š $wŸjáÖ\qT ne>±VŸ²q #ûdŸT¿=qe#áTÌ.

1. dŸeÖ¿£\q uó²eq, n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“, “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ n+fñ @$T{Ë Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌqT.

2. n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ “sÁÇ#áqeTT, n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\ “jáTeÖ\T, y�{ì“ ¿£qT>=Hû $$<óŠ |Ÿ<ŠÆÔáT\T

Ôî\TdŸT¿=qe#áT. eT]jáTT ‡ |Ÿ<ŠÆÔáT\qT|ŸjîÖÐ+º, ‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT\qT dŸeÖ¿£\“\T ¿£qT>=Hû $<ó‘“• Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌ.

9.1 |Ÿ]#ájáT+ :

ÿ¿£ ç|ŸyûTjáT+ýË dŸÇÔá+çÔá #á\s�¥ nÜ ÔáÅ£”Øe (negligibility small)>± eÖsÁTÎ #î+~q|ŸÚ&ƒT ndŸÇÔá+çÔá #á\s�¥ýË

e#ûÌ eÖsÁTÎ € ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT Ôî*jáTCñdŸTï+<Š“ MT]~ esÁ¹¿ Ôî\TdŸT¿=H�•sÁT. ¿±‹{ì¼ ‚ºÌq

ç|ŸyûTjáTeTT\“ dŸÇÔá+çÔá #á\s�¥ nÜ ÔáÅ£”Øe eÖsÁTÎ #î+~q|ŸÚ&ƒT, ndŸÇÔá+çÔá #á\s�¥ m+Ôá eÖsÁTÎ #î+<ŠTÔáT+<Ã, €

ç|ŸyûTjáÖ“• ne¿£\qeTT #ûjáT&ƒeTT <‘Çs� Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌ. –<‘VŸ²sÁDÅ£” ÿ¿£ edŸTïeÚ jîTT¿£Ø <óŠsÁ ÿ¿£ jáTÖ“{Ù eÖsÁTÎ

#î+~Ôû, <‘“ &�eÖ+&ŽýË m+Ôá eÖsÁTÎ edŸTï+~ nHû $wŸjáTeTT € ç|ŸyûTjáÖ“• ne¿£\qeTT #ûjáT³+ <‘Çs� Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌ.

ný²¹> ÿ¿£ $“jîÖ>·<‘sÁT“ ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáÖ“• ‚ºÌq|ŸÚ&ƒT nÔá“ –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáÖ“• Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌ.

ný²¹> ÿ¿£ $“jîÖ>·<‘<ŠsÁT“ ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáÖ“• ‚ºÌq|ŸÚ&ƒT nÔá“ –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáÖ“• Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌ.
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n<û $<óŠ+>± ÿ¿£ edŸTïeÚ yîTTÔáï+ e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ‚ºÌq|ŸÚ&ƒT <‘“ –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT Ôî*d¾q|ŸÚ&ƒT yîTTÔáïeTT

e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“•, –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáTeTT Ôî*d¾q|ŸÚ&ƒT ç|ŸjîÖÈq ç|ŸyûTjáÖ“•, –bÍ+Ôá –ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáTeTT

Ôî*d¾q|ŸÚ&ƒT –ÔáÎÜï ç|ŸyûTjáÖ“• Ôî\TdŸT¿=qe\d¾ –+³T+~. B“Hû kÍ<ó‘sÁDeTT>± #îbÍÎ\+fñ ÿ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø

ne¿£\q >·TD¿£eTT ‚ºÌq|ŸÚ&ƒT € ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qT³, ‚ý² ç|ŸyûTjáTeTT jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT ‚ºÌq|ŸÚ&ƒT

ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÜHû dŸeÖ¿£\qeTT n+{²sÁT.

9.2 dŸeÖ¿£\“ uó²eq :

dŸeÖ¿£\q uó²eqqT Âs+&ƒT yûsÁT yûsÁT |Ÿ<ŠÆÔáT\ýË $e]+#áe#áTÌ. ‚ý² Âs+&ƒT |Ÿ<ŠÆÔáT\ýË $e]+#á‹&�q dŸeÖ¿£\“\T

yûsÁT yûsÁT >·TDeTT\T. yûsÁT yûsÁT nqTesÁïq\T ¿£*ÐjáTT+{²sTT. ÿ¿£ |Ÿ<ŠÆÜýË dŸeÖ¿£\qeTT, ne¿£\q ÜsÃ>·eT« (reserve)

|Ÿ<ŠÆÜ>± uó²$+#á‹&ƒTÔáT+~. ‚ý² dŸeÖ¿£\H�“• ne¿£\q|ŸÚ ÜsÃ>·eTq |Ÿ<ŠÆÜ>± |Ÿ]>·Dì+º, “sÁÇº+|Ÿ‹&�q dŸeÖ¿£\““

n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ (indefinite integral) n+{²sÁT. B“¿ì ÿ¿£ “]ÆwŸ¼yîT®q dŸ+U²« $\Te eÚ+&ƒ<ŠT. n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“, ÿ¿£

ç|ŸyûTjáT+ ne¿£\q >·TD¿£eTT “ºÌq|ŸÚ&ƒT € ç|ŸyûTjáÖ“•dŸTï+~. Âs+&ƒe |Ÿ<ŠÆÜýË dŸeÖ¿£\“, ÿ¿£ dŸ+¿£*Ôá dŸeÖdŸeTT (sum-

mation expression) jîTT¿£Ø ne~ó (limit) |Ÿ]>·Dì+|Ÿ‹&ƒTÔáT+~. ‚ý² ÿ¿£ dŸ+¿£*Ôá dŸeÖdŸ+ jîTT¿£Ø ne~ó>± |Ÿ]>·Dì+º

“sÁÇº+|Ÿ‹&�q dŸeÖ¿£\““ “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“(definite integral) n+{²sÁT.

9.3 n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ :

n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ “sÁÇ#áq+ : F(x) nHû ç|ŸyûTjáT|ŸÚ ne¿£\q >·TD¿£eTT f(x) nsTTÔû 
 

     
dF x

i.e. f x or dF x f x dx
dx

 
  

 
,

F(x)qT x <Š�cÍ¼« f(x) dŸeÖ¿£\“ n+{²sÁT. B““ dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|Ÿ+ýË    F x f x dx   n“ çy�kÍïsÁT. ‡ dŸ+¹¿Ôá+  f x dx

nHû eTÖ&ƒT uó²>±\T ¿£*Ð –+~. ú{ìýË“  uó²>·+ dŸeÖ¿£\q+ >·TsÁTïqT dŸÖºdŸTï+~.  f x  uó²>±“• dŸeÖ¿£\«eTT (inte-

gral) n+{²sÁT. ‚~ dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáTe\d¾q ç|ŸyûTjáTeTT. dx uó²>·eTT, dŸeÖ¿£\qeTT x <Š�cÍ¼« #ûjáÖ\“ dŸÖºdŸTï+~.

   f x dx F x C   neÚÔáT+~. ‡ »Cµ“ dŸeÖ¿£\q d¾œsÁs�¥ n+{²sÁT. ™|Õq #áÖ|¾q $<óŠ+>±, dŸeÖ¿£\qeTT

#û�d³|ŸÎ–&ƒT d¾œs�d¾ï“ n“• ç|ŸyûTjáÖ\Å£” ¿£\|ŸeýÉqT. m+<ŠT¿£+fñ ne¿£\qeTT #ûd¾q|ŸÚ&ƒT ‚ºÌq ç|ŸyûTjáÖ“¿ì d¾œsÁs�¥“

¿£\T|ŸeýÉqT.

¿=“• çbÍeÖDì¿£ ç|ŸyûTjáÖ\ dŸeT¿£\ú\T : |˜ŸÖÔá ç|ŸyûTjáTeTT 
nx  |˜ŸÖÜ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT xe , dŸ+eÔásÁZeÖq ç|ŸyûTjáTeTT log x\

ne¿£\q >·TD¿±\qT MT]~esÁ¹¿ Ôî\TdŸTÅ£”H�•sÁT. ‡ ç|ŸyûTjáÖ\ jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT\T.

(i)  n n 1d
x n x

dx
 (ii)  x xd

e e
dx

 (iii)  
d 1

log x
dx x



|˜ŸÖÔá ç|ŸyûTjáTeTT 
n 1x

n 1




 jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT 

  n 1 1n 1
nn 1 xd x

x
dx n 1 n 1

   
  

  
 M{ì“ ‹{ì¼, |˜ŸÖÔá ç|ŸyûTjáTeTT

nx  |˜ŸÖÜ¿£ ç|ŸyûTjáTeTT xe , ç|ŸyûTjáTeTT 
1

x
\ jîTT¿£Ø dŸeÖ¿£\“\T.
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1. 
n 1

n x
x dx c

n 1



 


 2. x xe dx e c  3. 
1

dx log x c
x

   neÚÔ�sTT.

dŸeT¿£\“\ “jáTeÖ\T : f(x) ÿ¿£ n$ºÌÛq• ç|ŸyûTjáTeTT nsTT K ÿ¿£ d¾œsÁs�¥ nsTTq|Ÿð&ƒT    Kf x dx K f x dx 

neÚÔáT+~.

   f x ,g x \T Âs+&ƒT ç|ŸyûTjáÖýÉÕÔû,

       f x g x dx f x dx g x dx        neÚÔáT+~.

–<‘VŸ²sÁD\T :

1. 

6 1 7
6 x x

x dx C
6 1 7



  


 2. 

7 1
7 7 8x 3

3.x dx 3 x dx 3 c x c
7 1 8



    


 

3.

1
3 32

1/2 2 2
x 2 20

10 xdx 10 x dx 10 c 10 x c x c
1 3 31
2

          


 

4.  
5

1
1 25 1

5 5 2 2 2
x 2

x dx x dx x dx \ x c
5 71
2








   


 

5. 

4 1 3
4

4 3

1 x x 1
dx x dx c c c

4 1 3x 3x

  
 

      
  

 

6.  3 3x x 1 dx x dx xdx xdx


      

2 1 1

1 2 3

x 1 x
c c x c

3 1 1 1

 
         

4 2

1 2 3

x x
x c c c

4 2
     

4 2x x
x c

4 2
   

7.  1 23x 4x 3x 8 dx     qT x <Š�cÍ¼« dŸeT¿£\q+ #ûjáT+&�.

1 23 x dx 4 x 3 xdx 8dx      
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21
3 dx 4 x dx 3 xdx 8dx

x
      

2 1 1 1 0 1x x x
3 log x 4 3 8

2 1 1 1 0 1

  

      
  

3 24x 3x
3log x 8x

3 2
   

8.

3
1

x
x

 
 

 
 qT x <Š�cÍ¼« ne¿£q+ #ûjáT+&�?

3
3

3

1 3 1
x dx x 3x

x x x

 
 



   
       

   

3

3

1 1
x dx 3 xdx 3 dx dx

x x

   
   

 
  

3 1 1 1 3 1x x x
3 3log x

3 1 1 1 3 1

   

    
   

4 2 2x 3x x
3log x

4 2 2



   


4 2
2x 3x 1

3log x x
4 2 2

   

nuó²«dŸeTT :

1. 20x dx 2. 510 x dx 3. 5 6x dx 4.  3 2x 3x 2x 1 dx


  

5. 
2 2x 3

5x 4e 2 dx
x





 
   

 
6.  3x x dx




9.4 dŸeÖ¿£\“\qT ¿£qT>=Hû ¿=“• |Ÿ<ŠÆÔáT\T :

‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT, ÿ¿£ ç|ŸyûTjáÖ“• ÿ¿£ d¾œsÁ s�¥#û >·TDì+#á>± eºÌq~ >±ú ýñ¿£ Âs+&ƒT ç|ŸyûTjáÖ\qT ¿£\T|Ÿ>±

eºÌq~ >±q nsTTÔû, <‘“ dŸeÖ¿£\““ ™|Õq #î|¾Îq dŸeÖ¿£\“\ “jáTeÖ\qT|ŸjîÖÐ+º ¿£qT>=qe#áTÌ. ‚ý² ¿±Å£”+&†,

‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT, Âs+&ƒT ç|ŸyûTjáÖ\ \‹ÆeTT ýñ¿£ y�{ì $uó„¿£ïeTT yîTT<Š\>·T dŸ+¿¡sÁ’dŸeÖqyîT®Ôû, ™|Õq #î|ŸÎ‹&�q “jáTeÖ\

dŸVŸäjáT+ÔÃ <‘“ dŸeÖ¿£\““ ¿£qT>=qT³ ¿£wŸ¼eTT. n³Te+{ì ç|ŸyûTjáÖ\qT dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáTT³Å£” ç|ŸÔ�«eÖ•jáT |Ÿ<ŠÆÜ,

$uó² dŸeÖ¿£\q |Ÿ<ŠÆÜ e+{ì ¿=“• ç|ŸÔû«¿£ |Ÿ<ŠÆÔáT\T ¿£\eÚ. y�{ìqT|ŸjîÖÐ+º, ‚ºÌq ç|ŸyûTjáÖ\qT dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáTT³qT

Ôî\TdŸTÅ£”+<‘+.
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ç|ŸÔ�«eÖ•jáT |Ÿ<ŠÆÜ (Substitution method) :

1. ‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT Âs+&ƒT ç|ŸyûTjáÖ\ \‹ÝeTsTT y�{ìýË ÿ¿£{ì Âs+&ƒe<‘“ ne¿£\q >·TD¿£eTsTTq|ŸÚ&ƒT ç|ŸÔ�«eÖ•jáT

|Ÿ<ŠÆÜqT|ŸjîÖÐ+º dŸeÖ¿£\““ ¿£qT>=qe#áTÌ. ‡ |Ÿ<ŠÆÜ ç¿ì+<Š #áÖ|Ÿ‹&�q $<óŠeTT>± –+³T+~.

‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT    f x , f x  nqTÅ£”+<‘+. B“ýË  f x  jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT  f x . ç|ŸyûTjáTeTT

   f x f x  jîTT¿£Ø dŸeÖ¿£\“.

   f x f x dx

‚|ŸÚ&ƒT  f x t nqTÅ£”+<‘+. (‚ºÌq \‹Ý+ýË @ ç|ŸyûTjáT+ ne¿£\q >·TD¿£eTT Âs+&ƒe ç|ŸyûTjáTeTeÚÔáT+<Ã

<‘““ t nqT¿ÃeýÉqT). B““ ne¿£\q+ #ûjáT>±  f x dx dt,   eT]jáTT  
dt

dx
f x


  neÚÔáT+~. M{ì“

   f x f x dx ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

     
 
dt

f x f x dx f x t t dt
f x

 
 



   
   neÚÔáT+~. ¿±“ 

2t 1 t
t dt c c

1 1 2






   



t  “ Ü]Ð sÁÖ|Ÿ+ýË¿ì eÖsÁÌ>±,    
 

2
f x

f x f x dx c
2






      edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD 1 :  22x x 1 dx


  ¿£qT>=qTeTT.

‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ýË  2x 1  jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT 2x  ¿±‹{ì¼ 2x 1 t   nqTÅ£”+<‘+. n|ŸÚ&ƒT 2xdx dt

eT]jáTT 
dt

dx
2x

  neÚÔáT+~. M{ì“  22x x 1 dx


 ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

 2 dt
2x x 1 dx 2x t t

2 x

 
 


   


  neÚÔáT+~.

¿±“ 
1 1 2t t

tdt c c
1 1 2



   




t “ Ü]Ð, x sÁÖ|ŸeTTýË¿ì çy�jáT>±  
 

22

2
x 1

2x x 1 dx c
2







    edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD 2 :  
803 44x x 2 dx




  ¿£qT>=qTeTT. ‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ýË 4x 2  jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT 34x dx dt
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eT]jáTT 3

dt
dx

4x
  neÚÔáT+~. M{ì“  

80
3 44x x 2 dx




 ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±  3 4 3 80
3

dt
4x x 2 dx 4x t

4x

 
 


   

81
80 t

t dt c
81

  

t “ Ü]Ð sÁÖ|Ÿ+ýË çy�jáT>±

 
 

814
80

3 4
x 2

4x x 2 dx c
81







    edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD 3 : 
22x 18x e dx  ¿£qT>=q+&�.

‚¿£Ø&ƒ 22x 1 t   nqTÅ£”+<‘+, n|ŸÚ&ƒT 4x dx=dt

dt
dx

4x
   neÚÔáT+~.

M{ì“ 
22x 18x e dx ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

dt
8x e 2e dt 2 e dt

4x
        neÚÔáT+~. ¿±“ e dt e c  

2 e dt 2e c t     “ Ü]Ð çy�jáT>± 
2 22x 1 2x 18x e dx 2e c     edŸTï+~.

4.   
n

2 2x 1 x 2x 3 dx




    ¿£qT>=qTeTT.

‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ýË 2x 2x 3   jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT  2x 2 dx dt   eT]jáTT  
dt

dx
2x 2


  neÚÔáT+~.

B““   
n

2 2x 1 x 2x 3 dx




   ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

  
n

2 n/ t2 1x 1 x 2x 3 dx t dx
2





     

n 11 t
c

n2
1

2
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n

12 2x 2x 3
c

n 2


 

 


II. ‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT, Âs+&ƒT ç|ŸyûTjáÖ\ $uó„¿£ïeTsTT y�{ìýË VŸäsÁeTT jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT \eeTT nsTTÔû ç|ŸÔ�«eÖ•jáT

|Ÿ<ŠÆÜqT|ŸjîÖÐ+º € ç|ŸyûTjáÖ“• dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáTe#áTÌ. ‡ |Ÿ<ŠÆÜ ‡ ç¿ì+<Š #áÖ|Ÿ‹&�q $<óŠ+>± –+³T+~.

‚ºÌq ç|ŸyûTjáTeTT 
 
 

f x

f x


nqTÅ£”+<‘+. <‘“ dŸeÖ¿£\“

 
 

f x
dx

f x


  ‚¿£Ø&ƒ  f(x) = t nqTÅ£”+<‘+. n|ŸÚ&ƒT

 f x dx dt   eT]jáTT
 
dt

dx
f x




 neÚÔáT+~. y�{ì“ 
 
 

f x
dx

f x







ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

 
 

 
 

f x f x dt 1
dx dt

f x t f x t

  
   

 
  

  ¿±“
1

dt log t c
t





 

t “ Ü]Ð x sÁÖ|Ÿ+ýË çy�jáT>±

 
 

 
f x

dx log f x c
f x







    neÚÔáT+~.

–<‘VŸ²sÁD : 1. 2

2x
dx

1 x

‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ýË VŸäsÁeTT jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT \eeTT neÚÔáT+~. ¿±‹{ì¼ 21 x t   nqTÅ£”+<‘+

eT]jáTT 
dt

dx
2x

 neÚÔáT+~. y�{ì“ 2

2x
dx

1 x



 

ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

2

2x 2x dt 1
dx dt

t 2t t1 x





  


¿±“
1

dt log t c
t





  t  “ x sÁÖ|Ÿ+ýË çy�jáT>±

 2
2

2x
dx log 1 x c

1 x





   


–<‘VŸ²sÁD : 2  
1

dx
2x 1



 

qT ¿£qT>=qTeTT.

‚¿£Ø&ƒ  2X 1 t   nqTÅ£”+<‘+. n|Ÿð&ƒT 2dx dt         
dt

dx
2

    M{ì“ 
1

dx
2x 1
 ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±

1 1 dt 1 1
dx dt

2x 1 t 2 2 t





  


   
1

log t c
2

  neÚÔáT+~.
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t  “ x  sÁÖ|Ÿ+ýË çy�jáT>±  
1 1

dx log 2x 1 c
2x 2 2

  




9.5  nuó²«dŸeTT :

‡ ç¿ì+~ y�{ì“ ¿£qT>=qTeTT.

1.  21 6x dx

$uó²>· dŸeÖ¿£\q |Ÿ<ŠÆÜ : u, v \T xýË ç|ŸyûTjáÖýÉÕÔû, ne¿£\q \‹Ý “jáTeTeTT ç|Ÿ¿±sÁeTT d(u v) = u dv+v du neÚÔáT+~.

 
dv du dv du dv du

d u v u v u v i.e. u v u v
dx dx dx dx dx dx

 
       

 
     

du
u dv uv v

dx
   

B“Hû $uó²>· dŸeÖ¿£\q “jáTeTeTT n“ n+{²sÁT.

‡ “jáTeTeTTqT|ŸjîÖÐ+º dŸeÖ¿£\“q\qT ¿£qT>=qT³Å£” ‚ºÌq ç|ŸyûTjáÖ“• udv nqT¿=qeýÉqT. nq>±,

‚ºÌq ç|ŸyûTjáT+ýË ÿ¿£ uó²>±“• u, $TÐ*q uó²>±“• dv nqT¿=qeýÉqT. ný² dv nqT¿=q‹&�q uó²>·eTT dŸT\TeÚ>±

dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáTT³Å£” M\T|Ÿ&†*.  m+<ŠT¿£+fñ dv qT+&� v ¿£qT>=qe\d¾ –q•~.

–<‘VŸ²sÁD : 1 `

 x x x d
x e dx x e dx e dx x dx

dx

             
  

x xx e e 1 dx    

x xx e e x  

 xe x 1 k  

2.  
2 xx e dx  \qT ¿£qT>=qTeTT.

 2 x 2 x x 2d
x e dx x e dx e dx x dx

dx





      
    

2 x xx e e 2x dx


    
 

2 x xx e 2 x e dx   
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 2 x xx e 2 e x 1 dx k     
 

 x 2e x 2 x 1 k    
 

x 2e x 2x 2 k    
 

3. log x dx  qT ¿£qT>=qTeTT.

‚¿£Ø&ƒ u = log x, v = 1 dx neÚÔáT+~.

$uó²>· dŸeÖ¿£\q “jáTeT+ ç|Ÿ¿±sÁ+

d
log xdx log x 1dx 1dx log x dx

dx





 
         

 
 

1
log x x x dx

x





   

x log x 1dx  

x log x x k  

 x log x x k  

 x log x log e k    or

x
x log k

e

 
  

 

4.   
1

2x 1 dx


x qT ¿£qT>=qTeTT.

       
1 1 1

2 2 2
d

x x 1 dx x x 1 dx x 1 dx x dx
dx
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1 1

1 1
2 2x 1 x 1

x 4x 4x
1 1

1 1
2 2

 
 
  

    
  
 

   
3 3

2 2x 1 x 1
x 4x dx 4dx

3 3

2 2

 
  

     
 
 



   
3 3

2 2
2 2

x x 1 4x x 1
3 3

     

5.  
1

2x x 1 dx


 qT ¿£qT>=qTeTT.

‚¿£Ø&ƒ u = x,  
1

2dv x 1   nqT¿=qTeTT.

n|ŸÚ&ƒT  
1

2du dx, dv x 1 dx 


  

 
1

2v x 1 dx


   neÚÔáT+~.

 
1

2x 1 dx


  ýË  x 1 t  qT ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>±,

     
31 3

22 2
1 1

2 2
x 1 dx , x 1 c v x 1 c

3 3



         neÚÔáT+~.

t “ x sÁÖ|ŸeTTýË çy�jáT>±,

     
1 3 3

2 2 2
1 1

2 2
x 1 dx x x 1 c x 1 c dx

3 3





 
       

 
 

     
3 3 3

2 2 2
1 1 1

2 2 2
x x 1 c x x 1 c x 1 c dx

3 3 3

  

 
          

 

   
3 3

2 2
1 1

2 2
x x 1 c x x 1 dx c dx

3 3
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3

2x 1 dx


 qT ™|Õq #î|¾Îqfñ¢ ç|ŸÔ�«eÖ•jáT |Ÿ<ŠÆÜqT|ŸjîÖÐ+º dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáT>±,

   
3 5

2 2
2

2
x 1 dx x 1 c

5





     neÚÔáT+~.

     
1 3 5

2 2 2
1 2 1 3

2 2 2
x x 1 dx x x 1 c x x 1 c c x c

3 3 5





 
          

 

   
3 5

2 2
2 3

2 4 2
x x 1 x 1 c c

3 15 3
     

   
3 5

2 2
2 4

x x 1 x 1 c
3 15

    

   
3 5

2 2
2 4

x x 1 x 1 c
3 15

    

9.5 “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ :

“sÁÇ#áqeTT : y = f(x) ÿ¿£ @¿£eTÖ\« ç|ŸyûTjáTeTT, eT]jáTT n~ x = a qT+&� x = b esÁÅ£” >·\ x n“• $\Te\ e<ŠÝ

n$ºÌÛq•eTT>± –+³T+<Š“ nqTÅ£”+<‘+. n+ÔásÁeTT [a, b] qT 1 2 n n 1a x , x , , x , x b     _+<ŠTeÚ\ÔÃ, n uó²>±\T>±

$uó„›+º               1 2 1 2 3 2 n 1 n n 1 n n 1 nf x x x f x x x f x x x f x x x            nHû yîTTÔáïeTTqT sÁÖ|Ÿ¿£\Îq

#ûkÍïeTT. ‡ yîTTÔáïeTTHû dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|ŸeTTýË    
n

i i 1 i
i 1

f x x x


  n“ çy�jáTe#áTÌ. nq+ÔásÁeTT $uó„›+ºq uó²>·eTT\T

dŸ+K« »nµ ™V²#áTÌÔáT+fñ, uó²>±\ jîTT¿£Ø bõ&ƒeÚ Ôá>·TZÔáT+³T+~. ‡ dŸ+K« n nq+ÔásÁeTT #ûsÁTÅ£”+fñ   
n

i i 1 i
i 1

f x x x




nHû yîTTÔáïeTT ÿ¿£ KºÌÔáyîT®q $\TeÅ£” #ûsÁTÅ£”+³T+~. € $\TeHû a qT+&� b ¿ì f(x) jîTT¿£Ø “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ n+{²sÁT.

B““ dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|ŸeTTýË  
b

a

f x dx  n“ çy�kÍïsÁT. ‚¿£Ø&ƒ a “ dŸeÖ¿£\“ jîTT¿£Ø ~>·Te ne~ó, eT]jáTT b“ m>·Te ne~ó

n“ n+{²sÁT.

“sÁÇ#áqeTT :      
b n

i 1 i
x i 1a

f x dx lim f x x x
 




 

“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ $esÁD : ç|ŸyûTjáTeTT F(x) jîTT¿£Ø ne¿£\q >·TD¿£eTT f(x) nsTTÔû    f x dx F x c   neÚÔáT+<Š“

eTqÅ£” Ôî\TdŸT. B“¿ì ÿ¿£ ç|ŸÔû«¿£yîT®q $\Teýñ<ŠT. x #á\s�¥ a, b, (a < b) nHû Âs+&ƒT $\Te\T rdŸTÅ£”+fñ x = a e<ŠÝ dŸeÖ¿£\“

$\Te F(a)+c eT]jáTT x=b e<ŠÝ dŸeÖ¿£\“ $\TeýË qT+&� x = a e<ŠÝ dŸeÖ¿£\“ $\Te rd¾yûjáT>±
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[F(b)+c]-[F(a)+c] = F(b) - F(a) neÚÔáT+~.

‚~ x $\Te\™|Õ >±“ c $\Te\™|Õ>±“ €<ó‘sÁ|Ÿ&ƒÅ£”+&† –+&û ÿ¿£ ç|ŸÔû«¿£yîT®q $\Te. B““ a qT+&� b¿ì f(x) jîTT¿£Ø

“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ n+{²sÁT.

      
b

a

f x dx F b F a 

–<‘VŸ²sÁD : 1.  
2

2

0

2 3x 4x dx



  qT ¿£qT>=qTeTT.

 
2 2 2

2 2

0 0 0

2 3x 4x dx 2xdx 3 xdx 4 x dx



      

2 22
1 1 2 1

0 0 0

2x x x
3 4

1 1 1 2 1

  
     

  
 

22 3

0

3x x
2x 4

2 3
  

 
   

 
   2 3 2 3

3 2 4 2 3 0 0
2 2 2 0 4

2 3 2 3

   
        
   
   

32
4 6 0

3

 
    
 

12 18 32

3

  
  
 

26

3


2. 

e

1

1 log x
dx

x






 qT ¿£qT>=qTeTT.

eTT+<ŠT>± ne¿£\qeTT #ûd¾ ÔásÁTy�Ôá y�{ì¿ì |Ÿ]$TÔáT\T @sÁÎsÁ#�*.
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1 log x 1 1

dx dx log x dx
x 2 x

 
 

 

 
  


 ‚¿£Ø&ƒ    

1
f x log x f x

x
 

21
log x log x x

2
  

nsTTÔû 
2

e

1 log x 1
dx log x log x x

x 2






  

e
ee 2

1 1
1

1 log x 1
x dx log x log x

2






  

     2
1

log e log 1 log e log i
2
         

   2
1

1 0 1 0
2
      

1 3
1

2 2
  

3.  

5

2

1

4
x dx

x






 
 

 
qT ¿£qT>=qTeTT.

5
5 5 5 52 2 15 5

2
2 2

1 11 1 11
1

4 4 x x x
x dx xdx dx 4 x dx 4

2 2 1x x





 
 




      
            

            
 

2 2 1 15 1 5 1 25 1 1 24 4
4 4 1 4

2 2 1 1 2 2 5 2 5

          
                              

16 44
12

5 5
  

4. 

2

0

5
dx

2 x



 

 qT ¿£qT>=qTeTT.



qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq€#�sÁ« H�>±sÁT̈q $XøÇ$<‘«\jáTeTT <ŠÖsÁ$<‘« ¹¿+ç<ŠeTT9.14

     
2 2

2
0

0 0

5 1
dx 5 dx 5 log 2 x 5 log 2 2 log 2 0
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0
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5 1
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1
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0
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 ¿£qT>=qTeTT.

 
     

1
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2
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6.  
3

2x x

1

e e dx qT ¿£qT>=qTeTT.

 
3 3 3

2x x 2x x

1 1 1

e e dx e dx e dx    

     
3 6 2 6 2 3 132x x 6 2 3 1 3 1

1
1
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7.  26y x ¹sK ç¿ì+<Š x = 1 eT]jáTT x = 3 _+<ŠTeÚ\ eT<óŠ« qT+&û yîÕXæý²«“• ¿£qT>=qTeTT.

2y x  ¹sK ç¿ì+<Š x = 1 eT]jáTT x =3 _+<ŠTeÚ\ eT<óŠ« qT+&û yîÕXæ\«eTT 
3

2

1

x dx  neÚÔáT+~.

3
3

3 3 3
2

1

1

x 3 1 27 1 26
x dx

3 3 3 3 3 3






 
       

 

nuó²«dŸeTT : ‡ ç¿ì+<Š újáT‹&�q “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\qT ¿£qT>=qTeTT.

1. 

3
3

1

xdx 2.  3 2x 6x dx 3. 
 

1
2

1

10x 6x 2 dx


  4. 

3

2 2

4

1
x x 1 dx

3





 
 

 

5.     
2

2

0

x 1 x x 1 dx  

6. 2y 9 x   ¹sK ç¿ì+<Š x = 1 e<ŠÝ eT]jáTT x = 3 _+<ŠTeÚ\ eT<óŠ«qT+&û yîÕXæý²«“• ¿£qT>=qTeTT.

9.6 nuó²«dŸ+ :

1.  3x x 1 dx   3x dx x dx 1 dx    

4 2 4 2

1 2 3

x x x x
c c x c x c

4 2 4 2
           ‚¿£Ø&ƒ  1 2 3c c c c    neÚÔáT+~.

2. 
x x x 3

3 3

1 1
e dx e dx dx e dx x dx

x x

 
 
 

     

3 1 2
x x x 2

2 1 2

x x 1
e c c e c c e x c

3 1 2 2

  


         
 

x

2

1
e c

2x
   (‚¿£Ø&ƒ 1 2c c c   neÚÔáT+~).

3.  85x 7 dx

‚¿£Ø&ƒ t 5x 7  nqTÅ£”+<‘+. 
dt

dt 5dx dx
5
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4. 8x log xdx
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u log x & v x   nqTÅ£”+<‘+.
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n n x 1 x

x log x dx log x x dx log x dx
n 1 x n 1
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n 11 x
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5.  

2
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1 11
1

dx 1 1 1 1
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22
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‚¿£Ø&ƒ 
3

2x x 2   nqTÅ£”+<‘+.

 26x 1 dx dt  

3
2 2

23

2

6x 1 6x 1 dt
dx

t 6x 12x x 2

 
 




 
 

 
    

1
dt
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 neÚÔáT+~.

1 11
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c c
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1
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1
22t c t   “ eTsÁ\ x sÁÖ|Ÿ+ýË çy�jáT>±
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2 3
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2
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2x x 2
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7.  
1

5

1

4 3x dx






4 3x t   nqTÅ£”+<‘+.

- 3 dx = dt

1
dx dt

3
  neÚÔáT+~.

 5 5 51 1
4 3x dx t dt t dt
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t “ eTsÁ\ x sÁÖ|Ÿ+ýË çy�jáT>±
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9.7 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T :

‡ ç¿ì+~ dŸeÖ¿£\“\qT ¿£qT>=qTeTT.
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bÍsÄÁ+ ` 10 dŸeÖ¿£\q+ ̀  €]œ¿£ nqTesÁïH�\T

bÍsÄ�«+Xøç¿£eTeTT:

10.0 –<ûÝXæ\T

10.1 n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\T ` €]œ¿£ nqTesÁïq

10.2 “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ ` €]œ¿£ nqTesÁïq

10.3 nuó²«dŸeTT

10.4 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T

10.5 dŸ+ç|Ÿ~+#áT ç>·+<¸‘\T

10.0 –<ûÝXæ\T :

eTT+<ŠT bÍsÄÁ+ q+<ŠT dŸeÖ¿£\qeTT n+fñ @$T{ì? dŸeÖ¿£\q uó²eq\T, n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\q+ n+fñ @$T{ì? M{ì“

¿£qT>=Hû |Ÿ<ŠÆÔáT\T #á~$jáTTH�•eTT. ‡ bÍsÄÁ+ q+<ŠT ‡ ç¿ì+<Š $wŸjáÖ\qT ne>±VŸ²q #ûdŸT¿=qe#áTÌ.

1. n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“ “sÁÇ#áqeTT, n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\ “jáTeÖ\T, n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\ ç|Ÿç¿ìjáTqT

€]œ¿£ XægeTTýË“ ¿=“• dŸeTdŸ«\Å£” nqTe]ï+|ŸCñjáT&†“• Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌ.

2. “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\ ç|Ÿç¿ìjáTqT|ŸjîÖÐ+º $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\TqT, –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\TqT

¿£qT>=q&†“• >·Ö]Ì Ôî\TdŸT¿=qe#áTÌ.

10.1 n“¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\T ` €]œ¿£ nqTesÁïq :

nqT¥ÌÔá dŸeÖ¿£\“\ ç|Ÿç¿ìjáTqT|ŸjîÖÐ+º, –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ‚ºÌq|ŸÚ&ƒT yîTTÔáï+ e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• –

bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ“•, –bÍ+Ôá $“jîÖ>· ç|Ÿe�Üï $ºÌq|ŸÚ&ƒT $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáÖ“•, –bÍ+Ôá bõ<ŠT|ŸÚ ç|Ÿe�Üï“ºÌq|ŸÚ&ƒT

bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qT³Å£” Ôî\TdŸTÅ£”+<‘+.

e«jáT ç|ŸyûTjáT+ : ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –ÔáÎÜï¿ì, –ÔáÎÜï e«jáÖ“¿ì >·\ dŸ+‹+<ó‘Hû• e«jáT ç|ŸyûTjáT+ n+{²sÁT. B““ dŸ+¹¿Ôá

sÁÖ|Ÿ+ýË  T f x  n“ çy�jáTe#áTÌ.

‚¿£Ø&ƒ T yîTTÔáï+ –ÔáÎÜï e«jáÖ“• x –ÔáÎÜï“ #áÖdŸTïq•$. yîTTÔáïeTT e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ne¿£\qeTT #ûjáT>±, –

bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ne¿£\qeTT #ûjáT>±, –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáT+ edŸTï+<Š“ MT]~esÁÅ£” Ôî\TdŸTÅ£”H�•sÁT. nq>±, –

bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT 
dT

T
dx

   neÚÔáT+~.

¿±‹{ì¼ yîTTÔáïeTT e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT, T T dx   –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• dŸeÖ¿£\q+ #ûjáT>± yîTTÔáïeTT

e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT edŸTï+~.
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–<‘VŸ²sÁD : 1.  ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáÖ\T 
2MC 100 10x 0.1x   . x –ÔáÎÜï |Ÿ]eÖD+ nsTTÔû

yîTTÔáï+ e«jáT+, dŸ>·³T e«jáT+ eT]jáTT d¾œsÁ e«jáTeTT 500 nsTTq|Ÿð&ƒT <‘“ yîTTÔáï+ e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qTeTT.

dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá ç|ŸjîÖÈqeTT R 2100 10x 0.1x 

yîTTÔáï+ e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT TC R MCdx

 2100 10x 0.1x dx  

2 30.1
100x 5x x k

3
   

‚¿£Ø&ƒ d¾œsÁ e«jáT+ sÁÖ.500

TC e<ŠÝ x = 500

2 30.1
TC 100x 5x x 500

3
   

dŸ>·³T e«jáTeTT R 
TC C

x x


2 30.1
100x 5x x 500

3
x

  


20.1 500
100 5x x

3 x
   

–<‘VŸ²sÁD : ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT 2T 25 30x 9x     eT]jáTT d¾œsÁ e«jáTeTT 55 nsTTq|ŸÚ&ƒT

<‘“ yîTTÔáïeTT e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qTeTT.

dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT 2T 25 30x 9x   

yîTTÔáïeTT e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT  2 2T 25 30x 9x dx 25dx 30xdx 9 x dx



       

    

2 2x x
25x 30 9 c

2 3
   

    2 325x 15x 3x c   

–ÔáÎÜï dŸTq• nsTTq|ŸÚ&ƒT dŸ+dŸœ uó„]dŸTïq• e«jáÖHû• d¾œsÁ e«jáT+ n+{²sÁT. d¾œsÁ e«jáT+ 55 n“ ‚eÇ‹&�q~.
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2 3255 25 0 15 0 3 0 c c 55      

dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT 2 3T 25x 15x 3x 55   

s�‹&� ç|ŸyûTjáT+ : ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáïeTT s�‹&�¿ì, n$Tˆq edŸTï |Ÿ]eÖD²“¿ì >·\ dŸ+‹+<ó‘“• dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáïeTT

s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT ýñ¿£ s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT B““ dŸ+¹¿ÔásÁÖ|ŸeTTýË R f(x) n“ çy�kÍïsÁT.

‚¿£Ø&ƒ R yîTTÔáïeTT s�‹&�“, x n$Tˆq edŸTï |Ÿ]eÖD²“• dŸÖºdŸTïq•$.

yîTTÔáïeTT s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ“• ne¿£\qeTT #ûjáT>± –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT edŸTï+<Š“ MT]~esÁ¹¿ Ôî\TdŸT¿=H�•sÁT.

nq>± –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT 
dR

R
dx

 

¿±‹{ì¼ s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT R R dx  

  –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ“• dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáT>± yîTTÔáïeTT s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD :

(1)  ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT 
2R 60 2x 2x     nsTTq|ŸÚ&ƒT <‘“ yîTTÔáïeTT s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ“•

¿£qT>=qTeTT.

2R 60 2x 2x   

  yîTTÔáïeTT s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT,  2R R dx 60 2x 2x dx



   

2 260dx 2xdx 2x dx 60 dx 2 xdx 2 x dx          

2 3
2 3x x 2

60x 2 2 c 60x x x c
2 3 3

       

n$Tˆq edŸTï |Ÿ]eÖDeTT dŸTH�• nsTTq|ŸÚ&ƒT s�‹&� dŸTH�• neÚÔáT+~. ¿±‹{ì¼

   2 32
0 60 0 0 0 c c 0

3
     

s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT 2 32
R 60x x x

3
  

(2) ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá s�‹&� 2MR 16 x   nsTTÔû x, edŸTï –ÔáÎÜï nsTTÔû (1) € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+

s�‹&�“ (2) &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTTqT ¿£qT>=qTeTT.

2MR 16 x 

 yîTTÔáï+ s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT R MR dx 
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      216 x dx 

      216dx x dx c   

  

3x
TR 16x c

3
  

(3) –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáT+ 
 2

6
MR 5

x 2
 


 nsTTq yîTTÔáï+ s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTTqT eT]jáTT &�eÖ+&Ž dŸMT¿£sÁD+qT

¿£qT>=qTeTT.

1.
 

a
TR x c

b x b

 
   

     2
6

x 5
x 2

 
  

 

™|Õ ç|ŸyûTjáT+ýË a = 6, b = 2 eT]jáTT c = 5 nsTTÔû

    

6
x 5

2 x 2

 
   

     

3
x 5

x 2

 
   

    
3x

5x
x 2

 


2. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+ dŸ>·³T s�‹&�¿ì dŸeÖq+ ¿£qT¿£

TR
AR

x


    
3x

5
x 2

 


 
 

R r
x f p b

P b p c
   



   
3

2
p 5

 


$“jîÖ>· ç|ŸyûTjáTeTT : dŸ$Tw¾¼ $“jîÖ>· e«jáÖ“¿ì dŸ$Tw¾¼ y�dŸï$¿£ e«jáÖsÁ½ €<‘jáÖ“¿ì >·\ dŸ+‹+<ó‘“• $“jîÖ>·

ç|ŸyûTjáTeT+{²sÁT. B““ dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|Ÿ+ýË

c = f(y) n“ çy�jáTe#áTÌ. ‚¿£Ø&ƒ c dŸ$Tw¾¼ $“jîÖ>· e«jáÖ“•, y dŸ$Tw¾¼ e«jáÖsÁ½ y�dŸï$¿£ €<‘jáÖ“• dŸÖºdŸTï+~.

$“jîÖ>· ç|ŸyûTjáÖ“• ne¿£\qeTT #ûjáT>± –bÍ+Ôá $“jîÖ>· ç|Ÿe�Üï edŸTï+<Š“ MT¿ì~esÁ¹¿ Ôî\TdŸT.
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 –bÍ+Ôá $“jîÖ>· ç|Ÿe�Üï, 
dc

c
dT

 

¿±‹{ì¼ $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáTeTT, c c dy 

  –bÍ+Ôá $“jîÖ>· ç|Ÿe�Üï“ dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáT>± $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáTeTT edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD :

(1)  –bÍ+Ôá $“jîÖ>· ç|Ÿe�Üï 

1

3c 0.6 0.1 y


  

  $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáTeTT

1

3c c dy 0.6 0.1y dy








 
   
 
 



1
1

3
3 y

0.6dy 0.1y dy 0.6y 0.1 c
1

1
3








 




    

 

2

30.6y 0.15y c 

y�dŸï~ó¿£ e«jáÖsÁ½ €<‘jáTeTT dŸTH�• nsTTq|ŸÚ&ƒT $“jîÖ>· e«jáTeTT 40 ¿±‹{ì¼

   2

340 0.6 0 0.15 0 c c 40    

 $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáTeTT 

2

3c 0.6y 0.15y 40  

(2) –<‘VŸ²sÁD : 2 –bÍ+Ôá $“jîÖ>· ç|Ÿe�Üï (MPC) 
1

20.7 0.4y


   nsTTÔû $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáTeTTqT ¿£qT>=qTeTT

eT]jáTT   y = 0 e<ŠÝ c = 0 $“jîÖ>· e«jáT+qT ¿£qT>=qTeTT.

$“jîÖ>· ç|ŸyûTjáT+      CF C Y MPC dx  

   1
2C Y 0.7 0.4Y dy






 

        
1

20.7 dy 0.4 y dy C
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1
2y

0.7y 0.4 c
1

2



  

1
20.7Y 0.8 Y c  

nsTTÔû Y = 0, C = 10

   10 0.7 0 0.8 0 A   

     A = 10

¿±e\d¾q $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáTeTT

 C Y 10 0.8 y 0.7y  

bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáT+ : dŸ$Tw¾¼ bõ<ŠT|ŸÚÅ£”, dŸ$Tw¾¼ y�dŸï$¿£ e«jáÖsÁ½ €<‘jáÖ“¿ì >·\ dŸ+‹+<ó‘“• ¿¡HŽà bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáTeT+{²sÁT.

B““ dŸ+¹¿Ôá sÁÖ|Ÿ+ýË

s=f(y) n“ çy�jáTe#áTÌ. ‚¿£Ø&ƒ s dŸ$Tw¾¼ bõ<ŠT|ŸÚqT, y dŸ$Tw¾¼ y�dŸï$¿£ e«jáÖsÁ½ €<‘jáÖ“• dŸÖºdŸTïq•$. bõ<ŠT|ŸÚ

ç|ŸyûTjáÖ“• ne¿£\qeTT #ûjáT>±, –bÍ+Ôá bõ<ŠT|ŸÚ ç|Ÿe�Üï edŸTï+<Š“ MT¿ì~esÁ¹¿ Ôî\dŸT.

 –bÍ+Ôá bõ<ŠT|ŸÚ ç|Ÿe�Üï 
dS

s
dY

   ¿±‹{ì¼ bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáT+ s s dy 

–bÍ+Ôá bõ<ŠT|ŸÚ ç|Ÿe�Üï“ dŸeÖ¿£\qeTT #ûjáT>± bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáT+ edŸTï+~.

–<‘VŸ²sÁD : –bÍ+Ôá bõ<ŠT|ŸÚ ç|Ÿe�Üï 

1

2s 0.5 0.2y


    eT]jáTT €<‘jáTeTT bõ<ŠT|ŸÚ `3.5 nsTTÔû, bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáÖ“•

¿£qT>=qTeTT.

–bÍ+Ôá bõ<ŠT|ŸÚ ç|Ÿe�Üï 

1

2s 0.5 0.2y


  

  bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáTeTT,

1
1 1

2
2 2y

s s dy 0.5 0.2y dy 0.5y 0.2 c 0.5y 0.4y c
1

2








 
         
 
 



€<‘jáTeTT 25 nsTTq|ŸÚ&ƒT bõ<ŠT|ŸÚ `3.5 ¿±‹{ì¼

     
1

23.5 0.5 25 0.4 2.5 c 0.5 25 0.4 25 c c 14         

bõ<ŠT|ŸÚ ç|ŸyûTjáTeTT s 0.5y 0.4 y 14  
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eTÖ\<óŠqeTT, ™|³T¼‹&� : eTÖ\<óŠqeTT k ¿±\eTT t ÔÃ eÖsÁTÔáT+³T+~. ¿±‹{ì¼ eTÖ\<óŠq ç|ŸyûTjáÖ“• k = f(t) n“

çy�jáTe#áTÌ. ¿±\eTTÔÃ eTÖ\<óŠqeTTýË e#ûÌ eÖsÁTÎ¹s³TqT ™|³T¼‹&� ¹s³T n+{²sÁT.

  ™|³T¼‹&� 
dk

I
dt



  eTÖ\<óŠqeTT k I dt 

nq>± ™|³T¼‹&� ¹s³TqT 

2

3I 80t  eT]jáTT t = 0 nsTTq|ŸÚ&ƒT eTÖ\<óŠqeTT 75 nsTTÔû eTÖ\<óŠq ç|ŸyûTjáÖ“•

¿£qT>=qTeTT.

™|³T¼‹&� ¹s³T 

2

3I 80t

  eTÖ\<óŠq ç|ŸyûTjáTeTT 

2

5k I dt 80t dt






2
12 7

5
5 5t 5

80 t dt 80 c 80. t c
2 7

1
5







    



7

5400
t c t 0

7
    nsTTq|ŸÚ&ƒT eTÖ\<óŠqeTT 75 ¿±‹{ì¼

7

5400
75 t c

7
     eTÖ\<óŠqeTT 

7

5400
k t 75

7
  

nuó²«dŸeTT :

1. ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT 2T 15 x    eT]jáTT d¾œsÁ e«jáTeTT 50 nsTTÔû <‘“

yîTTÔáïeTT e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qTeTT.

2. ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT xT 5 6e    eT]jáTT d¾œsÁ e«jáTeTT 75 nsTTÔû <‘“

yîTTÔáïeTT e«jáT ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qTeTT.

3. ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT 2R 20 10x 5x     eT]jáTT –ÔáÎÜï 5 jáTÖ“³T¢

nsTTq|ŸÚ&ƒT s�‹&� 100 nsTTÔû <‘“ yîTTÔáïeTT s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qTeTT.

4. ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT 0.5R 0.5x   nsTTÔû <‘“ yîTTÔáïeTT s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ“•

¿£qT>=qTeTT.
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5. –bÍ+Ôá $“jîÖ>· ç|Ÿe�Üï 

1

3c 0.5 0.2y    eT]jáTT €<‘jáTeTT 500 nsTTq|ŸÚ&ƒT $“jîÖ>·eTT Å£L&†

500 nsTTÔû, $“jîÖ>· ç|ŸyûTjáÖ“• ¿£qT>=qTeTT.

10.2 “¥ÌÔá dŸeÖ¿£\q+ ` €]œ¿£ nqTesÁïq :

$“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T : ç|ŸÜ $“jîÖ>·<‘sÁT“¿ì, ÿ¿£ edŸTïeÚÅ£” #î*\+#áT³Å£” nÔáqT ‚wŸ¼|Ÿ&û <óŠsÁ ÿ¿£{ì –+³T+~. ¿±“

nÔáqT y�dŸïe+>± #î*¢+#û <óŠsÁ n$ ¿±¿£bþe#áTÌ. nÔá&ƒT y�dŸïe+>± #î*¢+ºq <óŠsÁ ‚wŸ¼|Ÿ&�q <óŠsÁ ¿£+fñ Ôá¿£Øe –+fñ, €

$“jîÖ>·<‘sÁT“¿ì $T>·T\T @sÁÎ&ƒTÔáT+~. ‡ $T>·T\THû $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T n+{²sÁT. ‚~ $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT #î*¢+#áT³Å£”

‚wŸ¼|Ÿ&�q <óŠsÁýË qT+&� nÔáqT y�dŸïe+>± #î*¢+ºq <óŠsÁqT rd¾yûjáT>± edŸTï+~.

  $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T R $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT #î*¢+#áT³Å£” ‚wŸ¼|Ÿ&�q <óŠsÁ ` y�dŸïe+>± #î*¢+ºq <óŠsÁ

$“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\TqT ‡ ç¿ì+<Š ^jáT‹&�q ¹sU²|Ÿ³eTT $|ŸÚ©¿£]dŸï+~.

$“jîÖ>·<‘sÁT“ &�eÖ+&Ž ¹sK D, eT]jáTT nÔáqT 0Q  edŸTïeÚqT 0P  <óŠsÁ e<ŠÝ ¿=qT>Ã\T #ûkÍï&ƒqTÅ£”+<‘eTT. n|ŸÚ&ƒT 0Q

edŸTïeÚqT 0P  <óŠsÁ e<ŠÝ ¿=qT>Ã\T #ûkÍï&ƒqT¿=+<‘eTT. n|ŸÚ&ƒT 0Q  edŸTïeÚÅ£” nÔáqT #î*¢+ºq yîTTÔáïeTT 0P 0Q  neÚÔáT+~.

0Q  edŸTïeÚÅ£” #î*¢+#áT³Å£” nÔáqT ‚wŸ¼|Ÿ&�q yîTTÔ�ï“• &�eÖ+&Ž ¹sK Ôî*jáTCñdŸï+~. ‚~ O eT]jáTT 0Q  _+<ŠTeÚ\ eT<óŠ«

&�eÖ+&Ž ¹sK ç¿ì+<Š qT+&û yîÕXæ\«+ neÚÔáT+~. &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT P=f(q) nsTTÔû 0Q  edŸTïeÚ\Å£” $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT

#î*¢+#áT³Å£” ‚wŸ¼|Ÿ&û yîTTÔáïeTT  
0Q

0

f q dq  neÚÔáT+~.

 $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T R  
2

Q

0 0
0

f q dq p q  ‚~ ™|Õ |Ÿ³+ýË #áÖ|Ÿ‹&�q Shaded Area neÚÔáT+~  0p R D .

–<‘VŸ²sÁD :

(1) ÿ¿£ $“jîÖ>·<‘sÁT“ &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+ P = 25 - 2q. nÔáqT 10 jáTÖ“³¢qT sÁÖ.5 <óŠsÁ e<ŠÝ ¿=qT>Ã\T #û�dï

$“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T m+Ôá? &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT P = f(q) nsTTq|ŸÚ&ƒT $“jîÖ>·<‘sÁT“ 0q  edŸTïeÚ\qT 0p  <óŠsÁ e<ŠÝ

¿=qT>Ã\T #û�dï $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T m+Ôá?
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&�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT P = f(q) nsTTq|ŸÚ&ƒT $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT 0q  edŸTïeÚ\qT 0p  <óŠsÁ e<ŠÝ ¿=qT>Ã\T #û�dï

$“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T  
0Q

0 0
0

f q dq p q  neÚÔáT+<Š“ eTqÅ£” Ôî\TdŸT.

‚¿£Ø&ƒ 0 0p 5, q 10   &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT P 25 2q  .

$“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T    
10

0

25 2q dq 5 10 

 
2 210 10

10
0

0 0

10 0
25dq 2q dq 50 25 q 2 50

2 2

 
       

 
 

= 250 - 100 - 50 = 100

(2) ÿ¿£ $“jîÖ>·<‘sÁT“ &�eÖ+&Žç|ŸyûTjáT+ 
2P 39 3x   nsTTq $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T ¿£qT>=qTeTT eT]jáTT

5
x

2
  e<ŠÝ $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T ¿£qT>=qTeTT.

   
xm

m m
0

CS f x dx X p   eTT+<ŠT>± m mX , P $\Te\T ¿£qT>=H�*.

‚¿£Ø&ƒ m

5
x

2


2

m

5
P 39 3

2

 
   

 

   
25

39 3
4

 
   

 

   
75

39
4

 

   
156 75 81

4 4


 

 
5

2
2

0

5 81
CS 39 3x dx

2 4

 
    

 


5
3 2

0
405

39x x
8

  

   
3

35 5 405
39 39 0 0

2 2 8
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195 125 405

2 8 8
  

195 125 405

2 8 8
  

780 125 405

8

 


125
31.25

4
 

(3) $“jîÖ>·<‘sÁT“ &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáT+ 
2P 10 x x    dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáT+ p x 2   nsTTq $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T

eT]jáTT –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T ¿£qT>=qTeTT.

&�eÖ+&Ž R dŸ|Ÿ¢jYT

210 x x x 2   

2x x x 10 2 0    

2x 2x 8 0  

  x 4 x 2 0  

x 4, x 2  

x 4   nHû~ m³Te+{ì €]œ¿£ $\Te ýñ<ŠT ¿±‹{ì¼ B““ x 2  rdŸT¿ÃqTeTT.

x 2  e<ŠÝ

P x 2 2 2 4    

dŸeTÔê\« $\Te\T m mP 4, x 2 

  
mx

m mCS f x dx P X 

 
2

2

0

10 x x dx 4.2   

2 2 2
2

0 0 0

10 1 dx xdx x dx 8      

22 3

0

x x
10x 8

2 3
   

 
   2 3
2 2

10 2 0 8
2 3

    

4 8
20 8

2 3
   

8
20 2 8

4
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60 6 8 24

3

  


22

3


$“jîÖ>·<‘sÁT“ jáT¿£Ø $T>·T\T 
22

3


–ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T (Producer's Surplus) : –ÔáÎÜï<‘sÁT&ƒT edŸTïeÚ\qT @ @ <óŠsÁ\ <Š>·ZsÁ m+Ôî+Ôá dŸ|Ÿ¢sTT #ûjáT&†“¿ì

‚wŸ¼|Ÿ&ƒÔ�&Ã, nÔá“ dŸ|Ÿ¢sTT ¹sK Ôî*jáTCñdŸTï+~. ¿±“ ‚ý² edŸTïeÚ\qT, dŸ|Ÿ¢jYT #ûjáT&†“¿ì ‚wŸ¼|Ÿ&�q <óŠsÁ\, edŸTïeÚ\qT

y�dŸïe+>± @ <óŠsÁ\ dŸ|Ÿ¢sTT #ûkÍïsÃ y�{ì¿ì dŸeÖq+>± qT+&ƒeÚ. kÍ<ó‘sÁD+>± edŸTïeÚ\qT y�dŸïe+>± dŸ|Ÿ¢jYT #ûdŸTïq• <óŠsÁ\T,

edŸTïeÚ\qT dŸ|Ÿ¢jYT #ûjáTT³Å£” ‚wŸ¼|Ÿ&û <óŠsÁ\ ¿£+fñ mÅ£”Øe>± eÚ+{²sTT. n|ŸÚ&ƒT –ÔáÎÜï<‘sÁT“¿ì $T>·T\T @sÁÎ&ƒTÔáT+~. €

$T>·T\THû –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T n+{²sÁT. ‚~, –ÔáÎÜï<‘sÁT&ƒT edŸTïeÚ\qT dŸ|Ÿ¢jYT #ûdŸTïq• <óŠsÁýË qT+&� nÔáqT edŸTïeÚ\qT

dŸ|Ÿ¢jYT #ûjáTT³Å£” ‚wŸ¼|Ÿ&�q <óŠsÁ rd¾yûjáT>± edŸTï+~.

–ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\TqT ‡ ç¿ì+<Š #áÖ|Ÿ‹&�q ¹sU² |Ÿ³eTT $|ŸÚ©¿£]dŸTï+~.

–ÔáÎÜï<‘sÁT“ dŸ|Ÿ¢jYT ¹sK s, eT]jáTT nÔáqT 0q  edŸTïeÚ\qT 0P  <óŠsÁ e<ŠÝ dŸ|Ÿ¢jYT #ûdŸTïH�•&ƒqTÅ£”+<‘eTT. n|ŸÚ&ƒT

0P  edŸTïeÚ\qT dŸ|Ÿ¢jYT #ûjáTT³ <‘Çs� nÔá“¿ì eºÌq yîTTÔáï+ 0 0P Q  ¿±“ 0Q  edŸTïeÚ\qT dŸ|Ÿ¢jYT #ûjáT&†“¿ì nÔáqT ‚wŸ¼|Ÿ&û

yîTTÔ�ï“• dŸ|Ÿ¢jYT ¹sK Ôî*jáTCñdŸTï+~. ‚~ O eT]jáTT 0Q  _+<ŠTeÚ\ eT<óŠ« dŸ|Ÿ¢jYT ¹sK ç¿ì+<Š qT+&û yîÕXæ\«+ neÚÔáT+~.

dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûXøeTT P = f(q) nsTTÔû 0Q  edŸTïeÚ\qT dŸ|Ÿ¢jYT #ûjáTT³Å£” –ÔáÎÜï<‘sÁT&ƒT ‚wŸ¼|Ÿ&û <óŠsÁ  
0Q

0

f Q dq

neÚÔáT+~.

 –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T R  
0Q

0 0
0

P Q f Q dQ   ‚~ ™|Õ |Ÿ³+ýË #áÖ|Ÿ‹&�q Shaded Area neÚÔáT+~.

–<‘VŸ²sÁD :
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(1)  ÿ¿£ –ÔáÎÜï<‘sÁT“ dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáTeTT P x 9  . nÔáqT 7 jáTÖ“³T¢ edŸTïeÚ\qT, 4 sÁÖbÍjáT\ <óŠsÁ <Š>·ZsÁ dŸ|Ÿ¢jYT

#û�dï –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T m+Ôá?

dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáTeTT P = f(q) nsTTq|ŸÚ&ƒT –ÔáÎÜï<‘sÁT&ƒT 0q  edŸTïeÚ\qT 0P  <óŠsÁ e<ŠÝ dŸ|Ÿ¢jYT #û�dï –ÔáÎÜï<‘sÁT“

$T>·T\T  
q

0 0
0

p q f q dq   neÚÔáT+~. ‚¿£Ø&ƒ dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáTeTT 0 0p q 9, p 4, q 7    .

–ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T 
7

0

4 7 q 9 dq   

 
   

3
3 32
2 2

7

3 3

0

q 9 2 2
28 28 7 9 0 9 28 16 9

3 3 3

2

 
                  

 
  

   2 2 10
28 64 27 28 37

3 3 3
     

(2)  ÿ¿£ edŸTïeÚ jîTT¿£Ø dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáT+ P 9 x   nÔáqT 7 jáTÖ“³T¢ edŸTïeÚ\qT n$Tˆq –Ôá|ŸÜï<‘sÁT“ $T>·T\T

m+Ôá dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáT+ P 9 x 

x 7

P 9 7 

P 16

P 4

m mP 4, X 7 

 
m mP.S P X g x dx  

 
7 1

2

0

4 7 9 x dx   

   
1 1

2 2
2

28 9 7 9 0
3
      

    1 1
2 2

2
28 16 9

3
  

 3 32
28 16 9

3
  

    3 32
28 4 3

3
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 2
28 64 27

3
  

 2
28 37

3
 

74
28

3
 

84 74 10

3 3


 

(3)  &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT P = 4+3q nsTTq|ŸÚ&ƒT $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T, –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T ¿£qT>=qTeTT.

$“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T, –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T ¿£qT>=q&†“¿ì, $“jîÖ>·<‘sÁT&ƒT edŸTïeÚ\qT @ <óŠsÁ e<ŠÝ m+Ôá

¿=qT>Ã\T #ûd¾+B, ný²¹> –ÔáÎÜï<‘sÁT&ƒT @ <óŠsÁ e<ŠÝ m+Ôá dŸ|Ÿ¢jYT #ûd¾+B Ôî*jáÖ*. eÖÂsØ{Ù dŸeTÔê\«+ýË –+<ŠqTÅ£”+fñ,

‡ $\Te\T dŸeTÔê\«$\Te\ neÚÔ�sTT.

eÖÂsØ{Ù dŸeTÔê\«+ <Š>·ZsÁ, dŸ|Ÿ¢jYT &�eÖ+&Ž\T dŸeÖq+>± –+{²sTT.

P 4 20 P

3 5

 
 

   5 P 4 3 20 P   

5P 20 60 3P   

5P 3P 60 20 80    

8P 80 

80
P 10

8
  

P $\TeqT dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáTeTT (ýñ¿£ &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT)ýË ç|ŸÜ¹¿Œ|¾+#á>± q=2 edŸTï+~. 0 0P 10, q 2  

  $“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\T  
2

0

20 5q dq 20 

2 2

0 0

20dq 5q dq 20   

   

22 2 2
2

0
0

q 2 0
20q 5 20 20 2 0 5 20

2 2 2

   
         

   

= 40 - 10 - 20 = 10
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–ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\T  R 
2 2

0 0

20 4dq 3q dq  
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10.3 ne>±VŸ²q ç|ŸXø•\T / eÖ~] |Ÿ̄ ¿Œ± ç|ŸXø•\T :

I. ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá e«jáT ç|ŸyûTjáT+ 
1

T 5 8x   eT]jáTT d¾œsÁ e«jáT+ 75 nsTTq|ŸÚ&ƒT <‘“ yîTTÔáïeTT

e«jáT ç|ŸyûTjáTeTT ¿£qT>=qTeTT.

II. ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø –bÍ+Ôá s�‹&� ç|ŸyûTjáTeTT 1 2
R 10 20x 3x    nsTTq|ŸÚ&ƒT <‘“ s�‹&� ç|ŸyûTjáÖ“•

¿£qT>=qTeTT.

III. ‡ ç¿ì+<ŠújáT‹&�q dŸeÖ¿£\“\qT ¿£qT>=qTeTT.

IV.  ÿ¿£ dŸ+|ŸPsÁ’ bþ{¡ eÖÂsØ{ÙýË &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTeTT, 
2

p 25 q   dŸ|Ÿ¢jYT ç|ŸyûTjáTeTT p 2q 1  nsTTq|ŸÚ&ƒT,

$“jîÖ>·<‘sÁT“ $T>·T\TqT, –ÔáÎÜï<‘sÁT“ $T>·T\TqT ¿£qT>=qTeTT.
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4. G..S. Monga : Mathematics and Statistics for Economics Vikas Publishing House Pvt. Ltd., Chapter - ii
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భాగం– 5 

పహఠం -1` 

భాత్రికహ సద్ధ ంతం:  యకహలు, గణితం, నిర్హధ యకహలు 
13.0  నుహఠం ఆవృంచిన పయౌతాలు  

13.1  రిచమం 

13.2  భాతి్రకహ భాఴన షంజ్ఞా భానం 

13.3  భాతి్రకల యకహలు 

13.4  భాతి్రకల ను ందిక 

13.5  భాతి్రకల బీజ్గణితం 

13.5.1 భాతి్రకల షభానతవం 

13.5.2  భాతి్రకల షంకలనం, ఴయఴకలనం 

13.5.3  భాతి్రక  గుణకహయం 

13.5.4 భాతి్రక గుణకహయం 

13.6 భాతి్రక నిరహధ యకo 

13.7 ర ండఴ, భూడఴ కరభం నిరహధ యకo 

13.8 నిరహధ యకo లక్షణాలు 

13.9 వెహరహంవం 

13.10 దకోవం 

13.11  నభూనా రీక్ష వినలు 

13.12  షూచించఫడిన ఠనం 
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13.0 అభాాష పలిత్లు: 

ఈ నుహఠం నేయచుకునన తరహవత, మీయచ వీటిని షునామాషంగహ చేమగలయచ: 

i) భాతి్రక భాఴన, దాని ఉయోగహలు భరిము దాని షంజ్ఞా భానాలను నియవచించడం; 

ii) వివిధ యకహల భాతి్రకలను విఴరించడం; 

iii) భాతి్రకల షంకలనం, ఴయఴకలనం, గుణకహయం చేమడం; 

iv) 2x2, 3x3 భాతి్రకల నిరహధ యకం భూలాయంకనం చేమడం; 

v) ఉదావేయణలతో భాతి్రకల లక్షణాలను విశ్లేషంచడం.   

13.1 రిచమం   

 భాతి్రకహ గణితంని ఏకఘాత బీజ్ గణితం అని కూడా అంటాయచ. ఏకకహల షమీకయణ ఴయఴషథ  ఎంత ెదద ది అయనటికీ, 

వహటిని చకకగహ రహసే భారహా నిన ఇది అందిషుత ంది. షమీకయణ ఴయఴషథ  నిరహధ యకహనిన భూలాయంకనం చేమడం దావరహ, దాని రివెహకయం 

ఉనికిని రీక్ించడానికి భనకు భాతి్రకహ గణితం వీలు కయౌషుత ంది. దాని రివహకరహనిన కనుగొనే దధత్రని ఇది భనకు అందిషుత ంది. 

ఇది నిచులన, తులనాతమక నిచులన, చలన విశ్లేశణలలో ఉయోగడుతుంది. రివరభ ఉతాదకహలు, ఉతతుత ల భధయ నుండు 

యషయ వెహంకేత్రక షంఫంధానిన రివౄయౌంచే ఉతాదక, ఉతత్రత  విశ్లేశణలో (Input-Output Analysis) భాతి్రకహ బీజ్గణితం 

ఉయోగడుతుంది. భాతి్రకహ బీజ్గణితం జ్ఞతీమ ఆదామ విశ్లేశణ, వెహభాజిక అక ంటింగ్లో కూడా ఉయోగడుతుంది. 

అయతే, భాతి్రక బీజ్గణితం కేఴలం షయళ షమీకయణాల ఴయఴషథను విశ్లేషంచడంలో భాతిమే ఉయోగడుతుంది. షయళ 

షంఫంధాల యంగహ వహషతఴ ించ రిసథత్రని ఎంతఴయకు విఴరించఴచచు గభనించడం భుఖ్యం.   

11.2 భాత్రికహ భాఴన షంజ్ఞా భానం 

భాతి్రక అనేది, 'm' అడుు  ఴయచషలు,  'n' నిలుఴు ఴయచషల  షంఖ్యలలో ఏయయచిన చలరహషులు లేదా నుహరహమితుల  

దీయఘచతుయవెహికహయ అభరిక.  వహటిని కుండయ్కయణాలతో(Brackets) కన యెడల, అటుఴంటి అభరికను భాతి్రక అంటాం. 

భాతి్రకలకు ెదద  అక్షరహలు,  భాతి్రకలోని భూలకహలషు లేదా షబుయలషు ఆంగే చినన అక్షరహలతో గురితవెహత ం.  ‘A’-భాతి్రక, i ఴ అడుు  

ఴయచష,  jఴ  నిలుఴు ఴయచషలో ఉండు ఒక భూలకంను  ‘aij’ దావరహ షూచించఫడుతుంది.  ఉ అక్షరహలా కరభం చాలా 
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భుఖ్యమ ైనది. ఎందుకంటే, ‘i' ఎలేుడూ భూలకం ఉనన అడుు  ఴయచషను షూచిషుత ంది.  'j' ఎలేుడూ భూలకం ఉనన నిలుఴు 

ఴయచషను షూచిషుత ంది.  కింది భాతి్రకను రివౄయౌంచండి. 

 

 

 

 

 

 

ైె భాతి్రకకు A భాతి్రక అని గురితంచాం. భాతి్రక షంజ్ఞా భానంలో ఇది [aij]గహ కూడా షూచించఫడుతుంది. ఈ భాతి్రకలో m 

అడుు  ఴయచషలు, n నిలుఴు ఴయచషలు ఉనానయ. కహఫటిి, భాతి్రక కరభం 'm x n'. భాతి్రక ముదటి భూలకం a11. దీనిలో ముదటి 

షంఖ్య 1 భూలకం ఉనన అడుు  ఴయచషను షూచిషుత ంది. ర ండఴ 1 భూలకం ఉనన నిలుఴు ఴయచషను షూచిషుత ంది. , ఈ భూలకం 

'a11' దావరహ షూచించఫడుతుంది. భరొక భూలకం a21ని  తీషుకోండి.  ఈ భూలకంలో, ముదటి షంఖ్య 2, భూలకం ఉనన అడుు  

ఴయచషను షూచిషుత ంది. ర ండఴ షంఖ్య, భూలకం ఉనన నిలుఴు ఴయచషను షూచిషుత ంది. భరచ భాటలో చెనుహలంటే, భూలకం, a21 

A భాతి్రకలోని  ర ండఴ అడుు  ఴయచష, ముదటి నిలుఴు ఴయచషలో ఉంటుంది. 

13.3 భాతి్రకల యకహలు 

భాతి్రకలేలో అనేక యకహలునానయ. ధిానమ ైన కొనిన యకహలను భనం ఇకకడ విఴరివెహత ం. 

11.3.1 అడడు ఴయష భాతి్రక : ఒకే ఒక అడుు ఴయషలో భూలకహలను కయౌగిన ఒక భాతి్రకను, అనగహ 1 x m యూం గల భాతి్రకను 

అడుు ఴయష భాతి్రక లేదా అడుు ఴయష షదివ (Row Vector) అంటాయచ. 

ఉదా:  A = [ 14131211 aaaa ] 

              A =  [ 8642 ]                                

11.3.2 నిలుఴు ఴయష భాతి్రక : ఒకే ఒక నిలుఴు ఴయచషలో భూలకహలను కయౌగిన ఒక భాతి్రకను, అనగహ ‘m x 1’ యూం గల 

భాతి్రకను నిలుఴు ఴయచష భాతి్రక లేదా నిలుఴు ఴయచష షదివ (Column Vector) అంటాయచ. 

nm

nmmnmmm

n

n

n

ij M

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aA 



























   ][

321

3333231

2232221

1131211
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                                  ఉదా: B =       

7

5

3

1

 

11.3.3 చతుయషి భాతి్రక :  ఒక  భాతి్రకలోని అడుు ఴయషల షంఖ్ా నిలుఴు ఴయుషల షంఖ్ా షభానంగహ ఉంటే, ఆ భాతి్రకన఼  

‘చతుయషి భాతి్రక’ అంటాయు. 

ఉదా:  A    =     
333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 A   =          
987

654

321

 

 

11.3.4 వికయణ భాతి్రక: వికయణ భాతి్రక అనేది ధిాన వికయణంలో(Principal Diagonal) మినవే, మిగియౌన తి్ర వెహథ నంలో షునానలు 

ఉండే చతుయషి భాతి్రక. ధిాన వికయణం అంటే ఎగుఴ ఎడభ వెహత నం నుంచి కుడికి కిరంది వెహత నం  ఴయకు వహయంచు భూలకహలు. 

ఉదా:  A    =     
33

22

11

00

00

00

a

a

a

                 A   =          
900

050

001

 

11.3.5 తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రక: ఒక చతుయషి భాతి్రకలోని, aij  భూలకహలు, i<j గహ ఉననుడు, షునానకి షభానం అయనుడు,  

దిగుఴ తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రక అని,   i>j, గహ ఉననుడు, ఎగుఴ తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రక అని లువెహత యచ.  

                దిగుఴ తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రక                  ఎగుఴ తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రక 

                   333231

2221

11

0

00

aaa

aa

a

                             33

2322

131211

00

0

a

aa

aaa

                     

 

ఉదా.      A =          

987

054

001

                  B  =  

    600

540

321

      

 

3 x 3 
ces

3 x  3 

3 x 3 
ces

3 x  3 

3 x 3 
ces

3 x 3 
ces
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11. 3. 6  శూనా (లేద్) ష఼న్్ా భాతి్రక: తి్ర భూలకం షునానగహ ఉండే భాతి్రక ను వూనయ భాతి్రక లేదా షునాన భాతి్రక అంటాయచ. 

                  ఉదా.       A     = 

       000

000

000

        

 

11.3.7 ఆదివ భాతి్రక: వికయణ భూలకహలు షభానంగహ ఉండే వికయణ భాతి్రకను ఆదివ భాతి్రక (Scalar Matrix) అంటాయచ. 

                  ఉదా.       A   =            
500

050

005

  

11.3.8 తతసభ భాతి్రక: వికయణ భూలకహలు ఏకతావనికి (ఒకటికి) షభానంగహ ఉండే వికయణ భాతి్రకను తతసభ లేదా షభానతవ 
భాతి్రక అంటాయచ. 

                    ఉదా. A     =           
100

010

001

 

11.3.9 ఴాతామం భాతి్రక:   ఒక భాతి్రకలోని  అడుు  ఴయచష భూలకహలను  నిలుఴు ఴయచష భూలకహలుగహ, నిలుఴు ఴయచష 

భూలకహలను  అడుు  ఴయచష భూలకహలుగహ వహిమడం దావరహ ఏయడు భాతి్రకను ఴయతయమం భాతి్రక (Transpose of a matrix) 

అంటాయచ. దీనిన AT గహ గురితవెహత యచ. 

ఉదా.              A     = 

          608

547

321

  

                                 AT     =

          653

042

871

 

11.3.10 సౌశఠ ఴ భాతి్రక:  ఒక భాతి్రక నిరహమణం, ఴయతయమం దావరహ భాయు చెందనట్లే తే అనగహ A = A
T
 అయతే, A అనేది వెౌశీఴ 

భాతి్రక అంటాయచ. 

 

ఉదా. 

            

A       =

       500

050

005

                     

AT     =

                  500

050

005

   
                   

 

 

3 x 3 
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3 x 3 
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3 x 3 
ces

                         

3 x 3 
ces

3 x 3 
ces

3 x 3 
ces

3 x 3 
ces
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11.4 భాతి్రకలప ై ముగళ రి్కరమాలు (Binary Operations on Matrices):   భాతి్రకలైె షంకలనం, ఴయఴకలనం, గుణకహరహలు, 
భాతి్రకల విలోభానిన కనుగొనడం అనేవి భాతి్రకలైె చేసే ధిాన కహయయకలానుహలు. భాతి్రకల షంకలనం,  ఴయఴకలనం కోషం, 

భాతి్రకల షభానతవం అఴషయమ ైన శయతు. భాతి్రకల గుణకహయం కోషం, భాతి్రకల అనుగుణత (Conformability) తనిషరి 
రిసథత్ర. భాతి్రక  విలోభానిన (ఇది భాగహవేయంకు షభానం) కనుగొనడానికి, భాతి్రక  నిరహధ యకం షునానకి షభానంగహ ఉండకూడదు. 

11.4.1 భాతి్రకల షభానతవం: A , B భాతి్రకలు ఒకే కరభంలో ఉండీ,  వహటిలోని, షంఫంధిత భూలకహలు ఒకేలా ఉంటే, A,  B 

ర ండు భాతి్రకలు షభాన  భాతి్రకలు అంటాయచ. 
 

 

                            

642516

943

                                         

642516

943

 

11.4.2 భాతి్రకల గుణకహయం అన఼గుణత: ముదటి భాతి్రకలోని నిలుఴు ఴయచషల షంఖ్య,  ర ండఴ భాతి్రకలోని అడుు  ఴయచషల 

షంఖ్యకు షభానంగహ ఉంటే,  A,  B అనే ర ండు భాతి్రకలు గుణకహరహనికి అనుగుణతమ ైనవిగహ (Conformable for multiplication 

of matrices) చెఫడతాయ. కహఫటిి, A భాతి్రక కరభభు m x n, B భాతి్రక కరభభు r x s అయనటేయతే, n = r నిఫంధన 

ూరింఫడితే,  A, B  భాతి్రకలు గుణకహరహనికి అనుకూలమ ైనవి.  

                            
642516

943

                                        
1223

2516

43

 

A, B అనుగుణమ ైన భాతి్రకలు.  A, B భాతి్రకలను గుణిసేత , భనకు 2 x 3 

                                                                                                       3 x 2  =  2 x 2 చదయు భాతి్రక ఴషుత ంది. 
 

11.4.3 భాతి్రకల షంకలనం /ఴాఴకలనం: A, B ర ండూ m × n భాతి్రకలు అయతే, [aij +bij]  లేదా A + Bని షూచించే  ముతతం,     

A , B భాతి్రకల  షంఫంధిత భూలకహలను షంకలనం దావరహ ను ందిన భాతి్రక.   ర ండు భాతి్రకలు షభన కరభం (The same 
order) కయౌగిఉండడం వహటి షంకలనంకు అఴషయమ ైన నిఫంధన 

                      
458

943

                          
631

924

                                                                                                                                

2 x 3 
ces

2 x 3 
ces

 ఉదా B   = ఉదా . A   = 

A   = 
ces B   = 

ces
2 x 3 
ces

3 x 2 
ces

A   = 
ces

     B   = 
ces…. 2 x 3 

ces
2 x 3 
ces
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643518

992443





               

1089

1867

 

అదేవిదంగహ A, B భాతి్రకల ఴాఴకలనం 

                                    

643518

992443





                    

247

021





   

 

భాతి్రకహ షంకలన ధర్హాలు:  

1. భాతి్రకహ షంకలనం వినిభమ నాయమానిన (Commutative Law) కయౌగి ఉంటుంది. అనగహ A, B భాతి్రకలు ఓకే యూం 

గల భాతి్రకలు అయతే, A+B = B+A అఴుతుంది. 

2. భాతి్రకహ షంకలనం  వెహసచయయ నాయమానిన (Associative Law) కూడా కయౌగి ఉంటుంది.   అనగహ A, B, C భాతి్రకలు 

ఓకే యూం గల భాతి్రకలు అయతే, (A+B)+C =(A+(B+C) అఴుతుంది. 

11.4.4 భాతి్రకల ఆదివ గుణకహయం: 
           A అనేది m × n భాతి్రక, k అనేది ఆదివ అయతే, A యొకక తి్ర భూలకహనిన kతో గుణించడం దావరహ ను ందిన భాతి్రకను 

kA షూచివెహత భు. ఈ విధానానిన ఆదివ గుణకహయం అంటాయచ.  
           ఉదాయసయణ:  
                                   

            
ఈ ఉదాయసయణలో A భాతి్రకను 3 అను ఆదివ తో గుణించడం జ్రిగింది. 

భాతి్రకల ఆదివ గుణకహయం ధర్హాలు 

   

 

 

1.

2.

3.

k hA kh A

k h A kA hA

k A B kA kB



  

  

 

 

 

A + B  లేదా  [aij +bij]  =    =  
2 x 3 
ces

2 x 3 
ces

A - B  లేదా  [aij - bij]  =    =  
2 x 3 
ces

2 x 3 
ces















310

221
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930

663

331303

232313
3A
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11.4.5 భాతి్రకల గుణకహయ అన఼గుణత:  
ర ండు భాతి్రకలు గుణకహయ అనుగుణత కయౌగిఉననుడు భాతమేి భాతి్రకల గుణకహయం వెహధయభఴుతుంది. అంటే ముదటి 

భాతి్రక  నిలుఴు ఴయచషల షంఖ్య,  ర ండఴ భాతి్రక  అడుు ఴయచషల షంఖ్యకు షభానంగహ ఉండాయౌ.  ఫాణాలలో చూన విధంగహ 
షంఫంధిత భూలకహలను జ్ోడించడం దావరహ ముదటి భాతి్రక యొకక అడుు  ఴయచషలను ర ండఴ భాతి్రక యొకక నిలుఴు ఴయచషలతో 
గుణించండి. 

                                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       కహఫటిి, అఴషయమ ైన లఫధ  భాతి్రక ైె విధంగహ ఉంటుంది.  అందుఴలన, ర ండు భాతి్రకలను గుణించటానికి A, B,  భాతి్రకల 

కరభం ఇలా ఉండాయౌ. 

                                                            భాతి్రకల కరభం           లఫధ  భాతి్రక కరభం 
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11.4.6 భాతి్రకల గుణకహయ లక్షణ్లు:  

1.  భాతి్రకహ గుణకహర్హనికి వినిభమ న్్ామం (Commutative Law) ఴరి్తంచద఼.  అనగహ, AB, BA లు షభానం కహనకకయలేద఼.         

కహని Aకు B విలోభం అయితే, AB = BA అఴుతుంది. 

2. భాతిి్రక గుణకహయం సహసచయాం న్్ామానిా పహటిష఼త ంది.  అనగహ, A, B, Cస భాతి్రకలు గుణకహర్హనికి అన఼ఴుగహ ఉంటే, 

             [(AB)C = A(BC)] 

3. A, I, భాతి్రకలు గుణకహర్హనికి అన఼ఴుగహ ఉంటే, AI = IA అఴుతుంది. 

4. A, 0, భాతి్రకలు గుణకహర్హనికి అన఼ఴుగహ ఉంటే, A0 = 0A = 0  అఴుతుంది. 

5. AB  = ౦ అయితే, A, B లలో ఏదో  ఒకటి షఽనా  భాతి్రకహ కహనకకర్లేద఼. 

6. AB = AC అయిన్్, BA = CA అయిన్్, B=C, కహనకకర్లేద఼. 

7. A, B, Cస భాతి్రకలు గుణకహర్హనికి అన఼ఴుగహ ఉంటే, A(B+C) = AB+AC అఴుతుంది.  దీనిా విభాగ న్్ామం (Distributive 

Law) అంటాం  

11.5 నిర్హధ యకహలు, వహటి ధర్హాలు 

నిరహధ యకం అనేది భాతి్రకకు షంఫంధించిన షవచఛమ ైన షంఖ్య.  ఇది ఇది ధనాతమకం, లేదా యచణాతమకం లేదా షూనయం 

కహఴచుు. చతుయషి భాతి్రకకు భాతిమే నిరహధ యకహలు ఉంటాయ.  భాతి్రక నిరహణ మకం షునాన అయతే, దానిని ఏక భాతి్రక అని 

లువెహత యచ, లేకనోు తే దానిని ఏకఴచనం కహని భాతి్రక అంటాయచ.  ఏకకహల షమీకయణాల ఴయఴషథకు ితేయకమ ైన రివహకయం  ఉనికిని 

రీక్ించడానికి ఇది ఉయోగడుతుంది. 

 

13.5.1 2 x 2 భాతి్రక నిర్హధ యకం: 2 x 2 కరభం క ైయౌగిన భాతి్రక నిరహధ యకం (Det. A.) ఈ విదంగహ కనుగొనఴచుు. 

 

 

                                 

                       Det. A =        
2221

1211

aa

aa
     = (a11 x a22) – (a12 x a21) 

 











2221

1211

aa

aa
A
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11.5.2: 3 x 3 భాతి్రక నిర్హధ యకం: 3 x 3 కరభం క ైయౌగిన భాతి్రక నిరహధ యకం, ఏదైెనా ఒక అడుు  ఴయచష లేదా ఏదైెనా ఒక నిలుఴు ఴయచష 

తీషుకోఴడం దావరహ కనుగొనఴచుు 

Det. A   =   
333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

   = a11(a22xa33-a23xa32)-a12(a21xa33-a23-a31)+a13(a21xa32-a22xa31)  

 

                             =  +3         

     

-                             = -(-4) 

                              

                               = +1  

 

గభనిక:  ముదటి భాతి్రకలో, ముదటి అడుు  ఴయష ముదటి నిలుఴ ఴయచషలను తొలగించిన తయచవహత, మిగియౌన భాతి్రకను లఘు 
నిరహధ యకం (Minor) అంటాం.  ఈ లఘు నిరహధ యకం భాతి్రకలో ముదటి భూలకం a11కు షంఫంధించింది. భాతి్రకలో ఈ భూలకం  
వెహథ నం ఫటిి గుయచత ను ఇచిునట్లే తే, దానిన షవే గుణాఴమం (Co-Factor) అంటాం. గుయచత  ఇచుు నిమభం (-1)(i+j) లాగహ 
ఉంటుంది.  ఇందులో, i అడుు  ఴయచషను, j నిలుఴు ఴయచషను చూచివెహత య. ఉదాసయణకు a11 గుయచత , (-1)1+1=(-1)2= (-1)(-1) = 
+1 అఴుతుంది.  అలాగే a12 భూలకం గుయచత , (-1)1+2=(-1)3= (-1)(-1)(-1) = -1 అఴుతుంది.   a21 భూలకం గుయచత ,            
(-1)2+1=(-1)3= (-1)(-1)(-1) = -1 అఴుతుంది.  a22 భూలకం గుయచత , (-1)2+2=(-1)4= (-1)(-1)(-1)(-1) = +1 అఴుతుంది. 
ఇలా భాతి్రకలోని తి్ర భూలకహనికి ఓకే లఘు నిరహధ యకం, గుయచత  ఉంటుంది.  ఈ నిమభం ఆధాయంగహ ైెన భూలకహలకు గుయచత లు 
ఇఴవఫడినాయ.  ఇలా గుయచత లతో ను ందఫడిన భాతి్రకను గుణాఴమం భాతి్రక అంటాం. 
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52

01
  

= 3{0+5} –(-4) {1-(-2)}+1{5-0} 

= 3{5}+4{1+2)+1{5} 

= 3{5}+4{3)+1{5} 

= 15+12+5 

= 32 

కహఫటిి ఇఴవఫడిన భాతి్రక నిరహధ యకం 32. 
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13.5.3 నిర్హధ యకం లక్షణ్లు: 
1. నిరహధ యకంలో ఏదైెనా ర ండు అడుు  ఴయచషలు లేదా నిలుఴు ఴయచషలు యషయం భాయుఫడినటేయతే, ఆ నిరహధ యకం, 

దాని షంూయణ విలుఴను కయౌగి ఉంటుంది, కహనీ దాని షంకేతం (గుయచత ) భాయచ చెందుతుంది. 

 

 

 
2. నిరహధ యకంలో నుండి అనిన అడుు  ఴయచషలను నిలుఴు ఴయచషలుగహ,  నిలుఴు ఴయచషలను అడుు   ఴయచషలుగహ, 

భారిునటేయతే, నిరహధ యకం విలుఴ భాయదు. 
 

                                                           =     

           

3. నిరహధ యకంలో ర ండు అడుు  ఴయచషలు లేదా నిలుఴు ఴయచషలు ఒకేలా ఉంటే, నిరహధ యకం అదృవయభఴుతుంది. అంటే 
నిరహధ యకం విలుఴ షునాన అఴుతుంది. 

                                                   
                                                        =                                    =  0. 
 
           4. నిరహధ యకంలో, ఏదైెనా ఒక అడుు  ఴయచష లేదా నిలుఴు ఴయచషను K అనే సథరహంకంతో గుణించఫడిన  తయచవహత నిరహధ యకం 

ను ందితే, అలా ను ందిన నిరహధ యకం అషలు నిరహధ యకం విలుఴ కంట ేk ర టుే  ఉంటుంది. 

                                                                                                                                  
 

5. ఏదైెనా అడుు  ఴయచష లేదా నిలుఴు ఴయచషకు, భరొక అడుు  ఴయచష లేదా నిలుఴు ఴయచష యొకక షంఫంధిత 

భూలకహలకు k ర టుే  భూలకహలను జ్ోడించఫడితే, నిరహధ యకం విలుఴ భాయదు. 
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           6. ఏదైెనా అడుు  ఴయచష లేదా నిలుఴు ఴయచష  అనిన భూలకహలు షునానలు అయతే, అుడు నిరహధ యకం షునాన 

అఴుతుంది. 

 

                                                                           =                                                    Det. = 0 

          7.  x = a అని ెటిడం దావరహ నిరహధ యకం అదృవయమ ైతే, x-a అనేది నిరహధ యకం యొకక కహయకం. 

 

 

 

             ఈ నిరహధ యకం (a-b)ని  కహయకంగహ కయౌగి ఉంటుంది, ఎందుకంటే a=bని ెటిడం దావరహ, ముదటి, ర ండఴ నిలుఴు 
ఴయచషలు ఒకేలా భాయతాయ.  అందుఴలే నిరహధ యకం అదృవయభఴుతుంది. 

       8.   ఏదైెనా అడుు  ఴయచష లేదా నిలుఴు ఴయచష ఏదైెనా ఇతయ అడుు  ఴయచష లేదా నిలుఴు ఴయచష యొకక ఫసృళంగహ 

ఴయకీతకరించఫడినటేయతే,  నిరహధ యకం షునాన అఴుతుంది. దీనేన అడుు  ఴయచషలు లేదా నిలుఴు ఴయచషల షయళ ఆధారిత 

అంటాయచ. 

 

                                                                        =  0 

11.6 సహర్హంవం: 

ఈ నుహఠంలో, భనం భాతి్రక భాఴన, దాని షంజ్ఞా భానానిన నియవచించాభు. షంఖ్యలు, చలరహవులు, నుహరహమితుల 

దీయఘచతుయవెహికహయ అభరికను భాతి్రక అంటాయచ. భాతి్రకలు ఆంగే ెదద  అక్షరహలతో షూచించఫడతాయ, వహటి భూలకహలు ఆంగే 

చినన అక్షరహలతో షూచించఫడతాయ. అడుు  ఴయచష భాతి్రక, నిలుఴు ఴయచష భాతి్రక,  వికయణ భాతి్రక, తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రక, ఆదివ 

భాతి్రక, వూనయ (లేదా) షునాన తతసభ లేదా షభానతవ భాతి్రక , ఴయతయమం భాతి్రక,  వెౌశీఴ భాతి్రక,  విలక్షణ, అవిలక్షణ 
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భాతి్రక ఴంటి అనేక యకహల భాతి్రకలు ఉనానయ.  భాతి్రకలను షంకలనం, ఴయఴకలనం చేమఴచుు,  గుణించఴచుు. భాతి్రక 

విలోభ భాఴన, భాతి్రక నిరహధ యకం భాఴనతో దగారి షంఫంధం కయౌగి ఉంటుంది. నిరహధ యకం అనేది ధనాతమకం, యచణాతమకం లేదా 

షునాన అయన షవచఛమ ైన షంఖ్య. చతుయవెహికహయ భాతి్రకలకు  భాతిమే నిరహధ యకహలు కనుగొనఫడతాయ. ఈ నుహఠంలో భనం 

ర ండు, ర ండు, భూడు, భూడు కరభం కయౌగిన భాతి్రకలకు నిరహధ యకంని ఎలా గణించాలో నేయచుకునానభు.  నిరహధ యకంలో ఎనిమిది 

భుఖ్యమ ైన లక్షణాలు ఉనానయ. ఈ లక్షణాలు భాతి్రకల  నిరహధ యకం,  విలోభానిన భరింత షులబమ ైన భాయాంలో భూలాయంకనం 

చేమడానికి భనకు షవేమడతాయ. 

11.7 దకోవం 

1. భాతి్రక   : Matrix 
2. చలరహవులు   : Variables 
3. నుహరహమితుల    : Parameters 
4. అడుు  ఴయచష భాతి్రక  : Row Matrix 
5. నిలుఴు ఴయచష భాతి్రక  : Column Matrix 
6. వికయణ భాతి్రక   : Diagonal Matrix 
7. తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రక  : Triangular Matrix 
8. ఆదివ భాతి్రక   : Scalar Matrix 
9. వూనయ (లేదా) షునాన   : Null Matrix or Zero Matrix 
10. తతసభ  భాతి్రక  : Identical Matrix 
11.  , ఴయతయమం    : Transpose 
12. వెౌశీఴ భాతి్రక   :  Symmetric Matrix 
13. విలక్షణ   : Singular Matrix 
14. అవిలక్షణ భాతి్రక  : Non-Singular Matrix 
15. భాతి్రకల షంకలనం  : Addition of Matrices 
16. భాతి్రకల ఴయఴకలనం   : Subtraction of Matrices 
17. భాతి్రక విలోభ   : Inverse of Matrix 
18.  భాతి్రక నిరహధ యకం   : Determinant of a matrix 
19. చతుయవెహికహయ భాతి్రక   : Square Matrix 
20. నిరహధ యకం లక్షణాలు  : Properties of Determinant 
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11. 8 నభూన్్ ర్ీక్షా ివాలు 

11.8.1 కింది ివాలకు షంక్షిత ంగహ జ్వహఫులు ర్హమండి 

1. భాతి్రకను నియవచనం చేస, ఉదాసయణలను ఇఴవండి.  

2. ఎగుఴ, దిగుఴ తి్రబుజ్ఞకహయ భాతి్రకల భధయ భేదాలను ఉదాసయణలతో తెలుుభు. 

3.  అయథశ్హషత రంలో భాతి్రకహ ఉయోగహలు తెలండి. 

4. కింద ిభాతి్రకకు నిరహధ యకం కనుకొనుభు. 

653

542

321

 

11.8.2 కింది ివాలకు విఴయంగహ జ్వహఫులు ర్హమండి 

1. భాతి్రకను నియవచనం చేస, వివిధయకహల భాతి్రకలు విఴరించండి 

2.  A =   
71

53


,      B = 

61

54
     అయతే, 2A+2B  కనుగొనండి. 

3. కింద ిభాతి్రకలను గుణించి, AB  = ౦ అని నియూంచుభు. 

        A    =          
053

042

021

            B =            
731

000

000

 

4. నిర్హధ యకం లక్షణ్లన఼ ఉద్సయణలతో విఴర్ింుభు. 

11.9 షఽచంచఫడిన ుషతకహలు 

1. Alpha Chiang : Fundamental Methods of Mathematical Economics  

2. R. G. D. Allen: Mathematical Analysis for Economists  

3. Mehta and Medhani: Mathematics for Economists. 

***** 



భాగం– 5 

పఠం -12 

మాత్రిక విలోమం, సమకయ్న ఏక ఘాత సమీకరణాల వ్యవ్సథ , రిష్ారం 

పఠం యొకా రూురేఖలు 

12.0  పఠం ఆవృంచిన పలితాలు  

12.1 రిచయం 

12.2 భాతి్రక లఘు నిరా యకం 

12.3 సహాగుణావమవ భాతి్రక 

12.4 అనుఫంధ భాతి్రక 

12.5 భాతి్రక విలోమం 

 12.5.1     2 x 2  భాతి్రక విలోమం 

              12.5.2     3 x 3 భాతి్రక విలోమం 

12.6 సమకయ్న ఏక ఘాత సమీకరణాల వ్యవ్సథ   

12.6.1 భాతి్రక విలోమ ద్ధత్ర ద్ాార ఏకకల సమీకరణ వ్యవ్సథకు రిష్ారం 

12.6.2 కామెర్స్ నిమభం ద్ాార ఏకకల సమీకరణ  వ్యవ్సథకు రిష్ారం 

12.7 సరంశం 

12.8 ద్కోశం 

12.9  నభూనా రీక్ష శి్నలు 

12.10 సూచించఫడిన ఠనం 

 

 

 

 



12.0 పఠం ఆశంచిన పయౌతాలు: 

ఈ పఠం నేయచుకునన తరాత, మీయచ వీటిని సునామాసంగ చేమగలయచ: 

i) భాతి్రక లఘు నిరా యకం,  సహాగుణావమవ భాతి్రక, అనుఫంధ భాతి్రక భావనలను, వటి సంజ్ఞా భానాలను నియాచించడం; 

ii) 2 x 2 , 3 x 3 భాతి్రకలకు విలోభం గణ ంచడం; 

iii) ఏకకల సమీకరణాల వ్యవ్సథను భాతి్రక యూంలో రమడం; 

iv) ర ండు, భూడు చలరవుల  ఏకకల సమీకరణాల వ్యవ్సథకు భాతి్రక విలోభం ద్ాార రిస్ాయం కనుగొనడం; 

v) ర ండు, భూడు చలరవుల  ఏకకల సమీకరణాల వ్యవ్సథకు  కామెర్స్ నిమభం కియం రిస్ాయం స్ధ ంచడం.   

12.1 రిచయం   

గడచిన పఠంలో, భనం భాతి్రక భావన, ద్ాని సంజ్ఞా భానానిన నియాచించాభు. అడుు  వయచస భాతి్రక, నిలువు వయచస 

భాతి్రక,  వికయణ భాతి్రక, తి్రబుజ్ఞకయ భాతి్రక, ఆద్ శ్ భాతి్రక, వూనయ (లేద్ా) సునాన, తతసభ లేద్ా సభానతా భాతి్రక , 

వయతయమం భాతి్రక,  స్ౌషీ్వ భాతి్రక,  విలక్షణ, అవిలక్షణ భాతి్రక వంటి వివిధ యకల భాతి్రకలను గూరిు చరిుంచాభు.  భాతి్రకల 

సంకలనం, వయవకలనం  గుణకయం గూరిు నేయచుకునానభు. భాతి్రక విలోభ భావనతో దగగరి సంఫంధం కలిగిన నిరా యకం, 2 x 2,  

3 x 3 కరభం కలిగిన భాతి్రకలకు నిరా యకంని ఎలా గణ ంచాలో నేయచుకునానం.  నిరా యకం సంఫంధ ంచిన ఎనిమిద్  భుఖ్యమ ైన 

లక్షణాలను తెలుసుకునానం. ఈ లక్షణాలు భాతి్రకల  నిరా యకం,  విలోభానిన భరింత సులబమ ైన భాయగంలో భూలాయంకనం 

చేమడానికి భనకు సహామడతాయని వివరించాం.  ఈ పఠంలో భాతి్రక లఘు నిరా యకం,  సహాగుణావమం భాతి్రక, అనుఫంధ 

భాతి్రక భావనలను, వటి సంజ్ఞా భానాలను గూరిు వివయంగ తెలుసుకుంటాం.   అలాగే 2 x 2, 3 x 3 భాతి్రకలకు విలోభం 

గణ ంచడం, ఏకకల సమీకరణాల వ్యవ్సథను భాతి్రక యూంలో రమడం, ర ండు, భూడు చలరవుల  ఏకకల సమీకరణాల 

వ్యవ్సథకు భాతి్రక విలోభం ద్ాార రిస్ాయం కనుకోవడం,  ర ండు, భూడు చలరవుల  ఏకకల సమీకరణాల వ్యవ్సథకు కామెర్స్ 

నిమభం కియం రిస్ాయం స్ధ ంచడం ముదలగు అంశలను గూరిు వివయంగ నేయచుకుంటాం. 

 

 



12.2 మాత్రిక లఘు నిరధ రకం:  

ఒక భాతి్రకలో, ఒకటి లేద్ా అంతకంటే ఎకుావ అడుు  వయచసలు, నిలువు వయచసలు తీసవేమడం ద్ాార ప ందఫడు చినన 

చతుయసి భాతి్రక నిరా యకం, ‘లఘు నిరా యకం’ అంటాం.  భాతి్రక A, i-వ అడుు  వయచస, j-వ నిలువు వయచసను తీసవేమడం ద్ాార 

ప ంద్ న లఘు నిరా యకం’ Mij ద్ాార సూచించఫడుతుంద్ . దీ్నిని Aij భాతి్రకలోని,  aij భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’ 

అని కూడా లుస్ా యచ. నిరా యకం నిమభం కియం, ఏ భూలకనికీ లఘు నిరా యకం కవలో, ఆ భూలకం ఉనన అడుు  వయచసను, 

ఆభూలకం ఉనన నిలువు వయచసను తొలగించి, మిగిలిన భూలకలను లఘు నిరా యకంలో రమవలస ఉంట ంద్ . 

   ఉద్ాహయణ: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
3332

2322

aa

aa  

        

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
3331

2321

aa

aa  

 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
3231

2221

aa

aa  

 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
3332

1312

aa

aa  

 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
3331

1311

aa

aa  

 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
3231

1211

aa

aa  

 

a11 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M11   =                                                                       = 
                                                                    

a12 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M12   =                                                                       = 
                                                                    

a13 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M13     =                                                                       = 
                                                                    

A21 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M21=                                                                       = 
                                                                    

A22 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M22   =                                                                       = 
                                                                    

A23 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M23   =                                                                       = 
                                                                    



333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
2322

1312

aa

aa  

 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
2321

1311

aa

aa  

 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                 
2221

1211

aa

aa  

12.2 సహా గుణావ్యవ్  భాత్రిక (Co-Factor Matrix): 

లఘు నిరా యకం (Minor)లో, ఈ భూలకం ఉనన  స్ా నం ఫటిి గుయచా ను ఇచిునట్లై తే, ద్ానిన సహా గుణావమం (Co-
Factor) అంటాం. గుయచా  ఇచుు నిమభం (-1)(i+j) లాగ ఉంట ంద్ .  ఇందులో, i అడుు  వయచసను, j నిలువు వయచసను 
చూచిస్ా య. ఉద్ాహయణకు a11 గుయచా , (-1)1+1=(-1)2= (-1)(-1) = +1 అవుతుంద్ .  అలాగే a12 భూలకం గుయచా , (-1)1+2=(-1)3= 
(-1)(-1)(-1) = -1 అవుతుంద్ .   a21 భూలకం గుయచా , (-1)2+1=(-1)3= (-1)(-1)(-1) = -1 అవుతుంద్ .  a22 భూలకం గుయచా , 
(-1)2+2=(-1)4= (-1)(-1)(-1)(-1) = +1 అవుతుంద్ . 

 a11 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C11 =(-1)(r+c) = (-1)(1+1)  
= +    

3332

2322

aa

aa
 =+ (a22 x a33)-(a23 x a32)   

                                                     

 

a12 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C12 =(-1)(r+c) = (-1)(1+2 = -

   
3331

2321

aa

aa

  
=- (a21 x a33)-(a23 x a31) 

 

 a13 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C13 =(-1)(r+c) = (-1)(1+3) = +  
3231

2221

aa

aa

  
= + (a21 x a32)-(a22 x a31) 

 

a21 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C21 =(-1)(r+c) = (-1)(2+1) = - 

  
3332

1312

aa

aa

  
= - (a12 x a33)-(a13 x a32) 

 

a22 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C22 =(-1)(r+c) = (-1)(2+2) = +

  
3331

1311

aa

aa

  
= + (a11 x a33)-(a13 x a31) 

 
 

A31 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M31   =                                                                       = 
                                                                    

a32 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M32   =                                                                       = 
                                                                    

A33 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘లఘు నిరా యకం’  M33   =                                                                       = 
                                                                    



a23 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C23 =(-1)(r+c) = (-1)(2+3) = -

  
3231

1211

aa

aa

  
= - (a11 x a32)-(a12 x a31) 

 

a31 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C31 =(-1)(r+c) = (-1)(3+1) = +
  2322

1312

aa

aa

  
 =+ (a12 x a23)-(a13 x a22)  

 

a32 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C32 =(-1)(r+c) = (-1)(3+2) = -
  2321

1311

aa

aa

 
=- (a11 x a23)-(a13 x a21) 

సహగుణావమవ భాతి్రక 

a33 భూలకంకు సంఫంధ ంచిన ‘సహా గుణావమం’ C33 =(-1)(r+c) = (-1)(3+3) = +  
2221

1211

aa

aa
=+ (a11 x a22)-(a12 x a21) 

 
 
ఇదే్ విధంగ అనిన భూలకలకు సహగుణావమవలను కనుగొనవచుు.  ఒక భాతి్రకలోని అన్నన భూలకల  
సహగుణావమవలను  కనుగొని వటిని ఒక భాతి్రక యూంలో అభరిునట్లై తే, అట వంటి భాతి్రకను    సహగుణావమవ భాతి్రక 
(Co-Factor Matrix) అంటాం. 
12.3 అనుఫంధ భాత్రిక (Adjoint Matrix): 

సహగుణావమవ భాతి్రకకు (Co-Factor Matrix) వయతాయమానిన (Transpose) ప ంద్ నట్లై తే భనకు అనుఫంధ 
భాతి్రక (Adjoint Matrix) లబిసుా ంద్ .  అనగ, సహగుణావమవ భాతి్రకలోని అడుు  వయచస భూలకలను  నిలువు వయచస 
భూలకలుగ, నిలువు వయచస భూలకలను అడుు  వయచస భూలకలుగ రమాలి. 

 
ఉద్ాహయణకు, సహగుణావమవ భాతి్రక 

Cij =    
333

222

111

cba

cba

cba

     అయతే, అనుఫంధ భాతి్రక Aij 

 

                              Aij =      
321

321

321

ccc

bbb

aaa

    అవుతుంద్ .   

 
12.4 విలోమ మాత్రిక (Inverse Matrix) 

అనుఫంధ భాతి్రకలోని తి్ర భూలకనిన నిరా యకం విలువతో భాగించగ, ఇవాఫడిన భాతి్రకకు ‚విలోభ భాతి్రక‛ 
భనకు లభిసుా ంద్ .  ‚విలోభ భాతి్రక‛ ని, A-1 గ గురిాస్ా ం.  ఉద్ాహయణకు, 
 



                              Aij
-1  =  AAdj

ADet
.

.

1

  
 

D

c

D

c

D

c
D

b

D

b

D

b
D

a

D

a

D

a

321

321

321

     

 
12.5 సంఖాయ ఉద్ాహరణలు 

కొనిన సంఖ్ాయ ఉద్ాహయణాలద్ావ ార భనం 2 x 2, 3 x 3 కరభం కలిగిన భాతి్రకలకు విలోభ భాతి్రకలు ఎలా గణ ంచాలో 
తెలుసుకుంటాం.  విలోభం ప ందటానికి భుకయమ ైన నిబందన, నిరా యకం విలువ సూనయంగ ఉండకూడదు. నిరా యకం సునన కలిగిన 
భాతి్రకను ‚విలక్షణ భాతి్రక‛ (Singular Matrix) అంటాం. నిరా యకం సునన కని భాతి్రకను ‚అవిలక్షణ భాతి్రక‛ (Non-Singular 
Matrix) అంటాం. 
12.5.1: 2 x 2 కమాం కయౌగిన మాతి్రకకు విలోమ మాతి్రక 
ఉద్ాహయణ- 1: 

2 x 2 కమాం కయౌగిన క ంద్ి మాతి్రకకు విలోమ మాతి్రక కనుకొనుము 
 

                                 A =   
511

32


 

రిష్ారం:  

మాతి్రక నిరధ రకం: Det. A  =    
511

32


 = (2 x-5) –(3x11) = -10-33 = -43 ≠ 0 

 
నిరా యకం విలువ సునాన కలేదు కఫటిి, ఇద్  ‚అవిలక్షణ భాతి్రక (Non-Singular Matrix).  ఈ భాతి్రకకు భనం విలోభం 
కనుగొనవచుు.  
సహగుణావ్యవ్ మాతి్రక 
              భుందుగ, ఈ భాతి్రక భూలకలకు సహగుణావమవలను,  సహగుణావమవ భాతి్రకను కనుకొంద్ాం.  
భాతి్రకలోని ముదటి అడుు  వయచసలో నుండు  భూలకలు, తయచవత ర ండవ అడుు  వయచసలో నుండు భూలకలకు 
సహగుణావమవలను కనుకొంద్ాం. 

భూలకం 2కు సహగుణావమవం= (-1)1+1 |-5| = (1)(-5) =   
511

32


    =  -5 

 

భూలకం 3కు సహగుణావమవం= (-1)1+2 |11| = (-1)(11) =  
511

32


     =   -11 

 

భూలకం 11కు సహగుణావమవం= (-1)2+1 |3| = (-1)(3) =   
511

32


    =    -3 



 

భూలకం -5కు సహగుణావమవం= (-1)2+2 |3| = (1)(2) =    
511

32


    =      2 

 

కఫటిి  సహగుణావమవ భాతి్రక    =   
23

115




 

 

అనుఫంధ భాతి్రక                     =    
211

35




 

 
 

విలోభ భాతి్రక‛, A-1      = AAdj
ADet

.
.

1

43

1

    211

35




 

 

విలోభ భాతి్రక‛, A-1    =      

43

2

43

11
43

3

43

5












      =      

43

2

43

11
43

3

43

5



 

 
 
ఇవాఫడిన భాతి్రకను, ద్ాని విలోభ భాతి్రకను గుణ ంచిన యెడల భనకు తతసభ భాత్రక లభించాలి.  అనగ,  
 A.A-1 లేద్ా A-1A = I 
 

   I =        
511

32

            
43

2

43

11
43

3

43

5



 

 
 
               2(5/43) +3(11/43)   2(3/43)+3(2/-43)                (10+33)/43      (6-6)/43          
      =                                                                           =                                           
               11(5/43)+(-5)(11/43)   11(3/43)+(-5)(2/-43)       (55-55)/43     (33+10)/43 
  

                =       

43

43

43

0
43

0

43

43

     = 
    10

01
 

 

  



 
12.5.2: 3 x 3 కమాం కయౌగిన మాతి్రకకు విలోమ మాతి్రక 
 
ఉద్ాహయణ- 2: 

క ంాద్ ఇవ్ాఫడిన, 3 x 3 కమాం కయౌగిన క ంద్ి మాతి్రకకు విలోమ మాతి్రక కనుకొనుము. 
 

A  =     
703

230

114 

 

రిష్ారం: 

మాతి్రక నిరధ రకం: Det. A  =    
703

230

114 

     

 
         = -1(1+1) 4[(3x7)–(2x0) -1(1+2)1[(0X7)-(2X3)] -1(1+3) -1 [(0X0)-(3X3)]  
         =1 X4[21-0] 1X -1[0-6]1 X-1[0-9] 
         = 4[21]-1[-6]-1[-9] 
         = 84+6+9 = 99 ≠ 0 
నిరా యకం విలువ సునాన కలేదు కఫటిి, ఇద్  ‚అవిలక్షణ భాతి్రక (Non-Singular Matrix).  ఈ భాతి్రకకు భనం విలోభం 
కనుగొనవచుు.  
సహగుణావ్యవ్ మాతి్రక 
              భుందుగ, ఈ భాతి్రక భూలకలకు సహగుణావమవలను,  సహగుణావమవ భాతి్రకను కనుకొంద్ాం.  
భాతి్రకలోని ముదటి అడుు  వయచసలో నుండు  భూలకలకు, తయచవత ర ండవ అడుు  వయచసలో నుండు భూలకలకు, తయచవత 
భూడవ అడుు  వయచసలో నుండు భూలకలకు సహగుణావమవలను కనుకొంద్ాం.  భూలకలు ఉనన సా నం ఫట్టి , -1(r+c) 
నియమం ికరం భూలకలకు గురతా లను ఇసా ం.   
                                  మొద్ట్ట అడ్డు  వ్రతస: 

భూలకం 4కు సహగుణావమవం= (-1)1+1     
703

230

114 

    = +1(21-0) = 21 

 

భూలకం 1కి సహగుణావమవం= (-1)1+2     
703

230

114 

    = -1(0-6) = 6 

 



 

భూలకం -1కి సహగుణావమవం= (-1)1+3     
703

230

114 

    = 1(0-9) = -9 

 
ర ండ్వ్ అడ్డు  వ్రతస 

భూలకం 0కి సహగుణావమవం= (-1)2+1     
703

230

114 

    = -1(7-(-0)) = -7 

 

భూలకం 3కి సహగుణావమవం= (-1)2+2     
703

230

114 

    = 1(28-(-3)) = 31 

 
 

భూలకం 2కి సహగుణావమవం= (-1)2+3    
703

230

114 

    = -1(0-3) = 3 

 
భూడవ అడ్డు  వ్రతస 
 

భూలకం 3కి సహగుణావమవం= (-1)3+1    
703

230

114 

    = 1(2-(-3)) = 5 

 

భూలకం 0కి సహగుణావమవం= (-1)3+2    
703

230

114 

    = -1(8-(-0)) = -8 

 

భూలకం 7కి సహగుణావమవం= (-1)3+3    
703

230

114 

    = 1(12-(-0)) =12 

 
 
 



 

కఫటిి  సహగుణావమవ భాతి్రక    = 
1285

3317

9621







 

 
 

అనుఫంధ భాతి్రక                     =    
1239

8316

5721







 

 
 

విలోభ భాతి్రక‛, A-1      = AAdj
ADet

.
.

1

99

1

    
1239

8316

5721







 

 

                                         విలోభ భాతి్రక‛, A-1    =        

99

12

99

3

99

9
99

8

99

31

99

6
99

5

99

7

99

21







 

 
 
ఇవాఫడిన భాతి్రకను, ద్ాని విలోభ భాతి్రకను గుణ ంచిన యెడల భనకు తతసభ భాత్రక లభించాలి.  అనగ,  
 A.A-1 లేద్ా A-1A = I 

 

I  =    AA-1 = A-1A =    
703

230

114 

        

99

12

99

3

99

9
99

8

99

31

99

6
99

5

99

7

99

21







     =      
100

010

001

 

 
మొతట్ట ఉద్ాహరణలో గణ ంచిన విద్ంగ చేస, ప  ైయౌతానిన మీరత నిరూపంచవ్చుు. 
 
 
 



 
12.6 సమకయ్న ఏక ఘాత సమీకరణాలు వ్యవ్సథ  (System of Simultaneous Equations) 

ఈ పఠం పియంబంలో తెలినట ై , సభకలీన ఏక ఘాత సమీకయణాల వయవసాని, భాతి్రక యూంలో అనువ ైన రీత్రలో 
రస, ద్ాని స్ధ ంచటానికి, అనగ ద్ాని అజ్ఞా త విలువలను (unknown values) తెలుసుకోవడానికి భాతి్రక జ్ఞమిత్ర అనువుగ 
ఉంట ంద్ . 
          ఉద్ాహయణకు, ఇవాఫడిన సమీకయణాల వయవసాని,   

a11x1+a12x2+a13x3 = b1 
     a21x1+a22x2+a33x3 = b2 

      a31x1+a32x2+a33x3 = b3 
భాతి్రక యూంలో కింద్  విదంగ రమగలం. 

              333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

    3

2

1

X

X

X

       =      
3

2

1

b

b

b

 

గుణకల భాతి్రకను A గను, చలరవుల భాతి్రకను X గను, సాయరవుల భాతి్రకను B గను రసన యెడల భనకు  
                         A X = B  లభిసుా ంద్ . 
భాతి్రక విలోభం, భాతి్రక గుణకయం దవతులను వినియోగించి భనం అజ్ఞా త విలువల ైన X1, X2, X3 విలువలను 

ప ందగలం.  భాతి్రక రిభాణం ఎంత భారీఎతుా న ఉననపటికీ, సంఖ్య ఎంత ఉనాన, వటిని భనం తేలికగ స్ధ ంచగలిగే 
స్ౌలఫాయనిన భాతి్రక సద్ాా ంతం ఇసుా ంద్ .  కని స్ధనకి అతయవసయ నిఫంధన ఏమిటంటే, ఎనిన అజ్ఞా త విలువ్లున్ానయో 
(number of unknowns) అనిన సాతంతి సమీకయణాలు (number of independent equaltions) ఉండాలి. 

భాతిి్రక సద్ాా ంతం వినియోగించి సభకలీన ఏక ఘాత సమీకయణాలు వయవసాని స్ధ ంచటానికి ర ండు విభినన దాతులు 
ఉనానయ.  అవి  

1.   భాతి్రక విలోభ దాత్ర, 
2.  కరభయచ నిమభం. 
వీటిని వుయోగించి భనం సమీకయణాల వయవసాని స్ధ ంచి వటి అజ్ఞా త విలువలను తెలుసుకుంద్ాం.   

12.6.1 మాతి్రక విలోమ ద్ధత్ర 
A అనే భాతి్రక అవిలక్షణ భాతి్రక అయతే, అనగ ద్ాని నిరా యకం సునాన కనట్లై తే, ఆ భాతి్రకకు విలోభం (A-1) 

ఉంట ంద్ .  A X = B  అనే సమీకయణాని ర ండు వ ైులా A-1తో భుందు గుణ ంచగ, 
A-1 A X = A-1 B 
ఇవాఫడిన భాతి్రకను, ద్ాని విలోభ భాతి్రకను భుందు కని లేద్ా వ నక కన్న గుణ ంచినట్లై తే, భనకు తతసభ భాతి్రక 

(Identity Matrix- I) లభిసుా ందని భనం ఇద్ వయకే నియూంచాం.  కఫటిి, 
I X = A-1 B 
అలాగే ఏ భాతి్రకన ైనా తతసభ భాతి్రక Iతో గుణ ంచినట్లై తే, ఆ భాతి్రక విలువ భాయదని కూడా భనకు తెలుసు.  కఫటిి 
                X = A-1 B.   



అనగ, X భాతి్రక అజ్ఞా న విలువలు ప ంద్ాలి అంటే ఆ భాతి్రకకు విలోభం కనుగొని, ద్ానిన,  సాయవిలువల భాతి్రక 
అయన B భాతి్రక తో గుణ ంచాలి.   
ఉద్ాహరణ- 3:  కింద్  ఏక ఘాత సమీకయణాల వయవసాని, భాతి్రక విలోభ దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు. 

5x1 +3x2 = 30 
6x1 – 2x2 = 8 

రిష్ారం: 
ఇవ్ాఫడిన సమీకరణాల సరణ ని మాతి్రక రూంలో రయగ,  
 

                                
26

35

    2

1

x

x

  
=  

8

30

     
= AX = B 

 
A-1 A X = A-1 B 
I X = A-1 B 

              X = A-1 B
 ఇవ్ాఫడిన గుణకల మాతి్రకకు నిరధ రకం ప ంద్గ, 

 |A|   =  
26

35


     = [(5x-2) –(3x6)] = -10-18  = - 28  ≠ 0 

 
నిరా యకం విలువ సునాన కలేదు కఫటిి, ఇద్  ‚అవిలక్షణ భాతి్రక (Non-Singular Matrix).  ఈ భాతి్రకకు భనం విలోభం 
కనుగొనవచుు.  
సహగుణావ్యవ్ మాతి్రక 
              భుందుగ, ఈ భాతి్రక భూలకలకు సహగుణావమవలను,  సహగుణావమవ భాతి్రకను కనుకొంద్ాం.  
భాతి్రకలోని ముదటి అడుు  వయచసలో నుండు  భూలకలు, తయచవత ర ండవ అడుు  వయచసలో నుండు భూలకలకు 
సహగుణావమవలను కనుకొంద్ాం. 

భూలకం 5కు సహగుణావమవం= (-1)1+1 |-2| = (1)(-2) =   
26

35


    =  -2 

 

భూలకం 3కు సహగుణావమవం= (-1)1+2 |6| = (-1)(6) =  
26

35


     =   -6 

 

భూలకం 6కు సహగుణావమవం= (-1)2+1 |3| = (-1)(3) =   
26

35


    =    -3 

 

భూలకం -2కు సహగుణావమవం= (-1)2+2 |5| = (1)(5) =    
26

35


    =      5 



 

కఫటిి  సహగుణావమవ భాతి్రక    =   
53

62




 

 

అనుఫంధ భాతి్రక                     =    
56

32




 

 

విలోభ భాతి్రక‛, A-1      = AAdj
ADet

.
.

1

28

1

                                  8

30
 

 

X- భాతి్రక = A-1 x B =       

28

5

28

6
28

3

28

2












         
8

30
                

 

                           =    
5

28

140

28

40

28

180
8

28

5
30

28

6

3
28

84

28

24

28

60
8

28

3
30.

28
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XX

XX

 
 

కఫటిి x1 విలువ = 3, x2 విలువ =5.   
ఇవాఫడిన సమీకయణాల సయణ లో విలువలను తిాయభానమం చేమడం ద్ాార 
 
5x1 +3x2 = 30 
6x1 – 2x2 = 8 
 
5(3) +3 (5) = 30 
6 (3) – 2(5) = 8 
 
15 + 15 = 30 
18 – 10 = 8 

ఉద్ాహరణ - 4:  కింద్  ఏక ఘాత సమీకయణాల వయవసాని, భాతి్రక విలోభ దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు. 
 

7x1 - x2- x3 = 0 
10x1 - 2x2+ x3 = 8 
6x1 +3x2 - 2x3 = 7 

 



రిష్ారం: 
ఇవ్ాఫడిన సమీకరణాల వ్యవ్సథని మాతి్రక రూంలో రయగ,  
 

                   
236

1210

117







          
3

2

1

x

x

x

    
=       

7

8

0

          AX = B 

 
A-1 A X = A-1 B 
I X = A-1 B 

              X = A-1 B
 ఇవ్ాఫడిన గుణకల మాతి్రకకు నిరధ రకం ప ంద్గ, 

                            
                                    

      

                |A| =  
236

1210

117







  
=7[(-2x-2)–(1x3)] –(-1)[(10x-2)-(1x6)]+(-1)[(10x3)-(-2x6)]                         

                       =  7[4–3]+1[-20-6]-1[30+12] 
                       =  7[1]+1[-26]-1[42] 
                       =  7-26-42 
                       = -68 +7 =  -61  ≠ 0

  
 

నిరా యకం విలువ సునాన కలేదు కఫటిి, ఇద్  ‚అవిలక్షణ భాతి్రక (Non-Singular Matrix).  ఈ భాతి్రకకు భనం విలోభం 
కనుగొనవచుు.  
సహగుణావ్యవ్ మాతి్రక 

 భుందుగ, ఈ భాతి్రక భూలకలకు సహగుణావమవలను,  సహగుణావమవ భాతి్రకను కనుకొంద్ాం.  భాతి్రకలోని 
ముదటి అడుు  వయచసలో నుండు  భూలకలకు, తయచవత ర ండవ అడుు  వయచసలో నుండు భూలకలకు, తయచవత భూడవ అడుు  
వయచసలో నుండు భూలకలకు సహగుణావమవలను కనుకొంద్ాం.  భూలకలు ఉనన సా నం ఫట్టి , -1(r+c) నియమం ికరం 
భూలకలకు గురతా లను ఇసా ం.   
                                  మొద్ట్ట అడ్డు  వ్రతస: 

భూలకం 7కు సహగుణావమవం= (-1)1+1     
236

1210

117







    = +1(4-3) = 1 

. 

భూలకం -1కి సహగుణావమవం= (-1)1+2     
236

1210

117







    = -1(-20-6) = 26 



భూలకం -1కి సహగుణావమవం= (-1)1+3     
236

1210

117







    = +1(30+12) = 42 

 
                                        ర ండ్వ్ అడ్డు  వ్రతస 

భూలకం -10కి సహగుణావమవం = (-1)2+1   
236

1210

117







    = -1(2+3) = -5 

 

భూలకం -2కు సహగుణావమవం = (-1)2+2   
236

1210

117







    = +1(-14+6) = -8 

 

భూలకం 1కి సహగుణావమవం = (-1)2+3      
236

1210

117







    = -1(21+6) = -27 

 
                                       మూడ్వ్ అడ్డు  వ్రతస 
 

భూలకం 6కు సహగుణావమవం = (-1)3+1   
236

1210

117







    = +1(-1-2) = -3 

 

భూలకం 3కు సహగుణావమవం = (-1)3+2   
236

1210

117







    = -1(7+10) = -17 

 

భూలకం 2కు సహగుణావమవం = (-1)3+3      
236

1210

117







    = +1(-14+10) = -4 

 

కఫటిి  సహగుణావమవ భాతి్రక    =   
4173

2785

42261



  

 



అనుఫంధ భాతి్రక                     =    
42742

17826

351







 

 

విలోభ భాతి్రక‛, A-1      = AAdj
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           విలోభ భాతి్రక‛, A-1      =     
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        X- భాతి్రక = 
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= A-1 x B =     
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         X- భాతి్రక = 
3
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= A-1 x B  =     

7
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          X- భాతి్రక = 
3

2

1

x

x

x

  = A-1 x B =     

4
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3
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                           X- భాతి్రక  =    
3

2

1

x

x

x

    =  

     4

3

1

   

   



12.6.2 కామరత నియమం 
ఇవాఫడిన సమీకయణాల వయవసాని,   

a11x1+a12x2+a13x3   = b1 
     a21x1+a22x2+a33x3 = b2 

      a31x1+a32x2+a33x3 = b3 
భాతి్రక యూంలో గుణకల భాతి్రకను A గను, చలరవుల భాతి్రకను X గను, సాయరవుల భాతి్రకను B గను కింద్  

విదంగ రసన యెడల  

              333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa
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X

X

X

       =      
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1

b

b

b

 

 
భనకు  A X = B  లభించునని భనం ఇద్ వయకే తెలుసుకునానం.  X- భాతి్రక విలువలను తెలుసుకోవటానికి కర భయచ అనే గణ త 
శసారవేతా, ఒక తేలిక ైన దవత్రని యూప ంద్ ంచాయచ.  ఆ నిమభం కియం, నిరా యకం సునాన కనుపడు, అనగ, Det. A ≠ 0,  
 

 Xi = 
ADet

Di

.
, i = 1, 2, 3,…..n 

 

అనగ,  X1 = 
ADet

D

.

1 ,  X1 = 
ADet

D

.

2 ,  X1 = 
ADet

D

.

3   అవుతాయ.  ఇందులో D1 అనేద్ , గుణకల భాతి్రకలో, ముదటి 

నిలువ వయచసలో ఉనన విలువల స్ా నంలో, సమీయకయణానికి కుడి వ ైు ఉనన సాయ రసుల భాతి్రకను తిాయభానమం చేమడం 
ద్ాాయ లభించు నిరా యకం.  D2 అనేద్ , గుణకల భాతి్రకలో, ర ండవ నిలువ వయచసలో ఉనన విలువల స్ా నంలో, సమీయకయణానికి 
కుడి వ ైు ఉనన సాయ రసుల భాతి్రకను తిాయభానమం చేమడం ద్ాాయ లభించు నిరా యకం.  D3 అనేద్ , గుణకల భాతి్రకలో, 
భూడవ నిలువ వయచసలో ఉనన విలువల స్ా నంలో, సమీయకయణానికి కుడి వ ైు ఉనన సాయ రసుల భాతి్రకను తిాయభానమం 
చేమడం ద్ాాయ లభించు నిరా యకం.  ఈ విధంగ తదురి చలరవుల విలువలను ప ందగలుగుతాభు. 

     

                              33323

23222

13121

aab

aab

aab

                                                                       

  

X1 = 
ADet

D

.

1  = 

 

                             333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

 



                              33331

23221

13111

aba

aba

aba

                                                                       

  

X2 =
ADet

D

.

2

 
=  

 

                             333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

 
 

                            33231

22221

11211

baa

baa

baa

                                                              

  

X3 = 
ADet

D

.

3  =  

 

                             333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

 
ఉద్ాహరణ - 5:  కింద్  ఏక ఘాత సమీకయణాల వయవసాని, కర భయచ నిమభం దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు. 

5x1 +3x2 = 30 
6x1 – 2x2 = 8 

రిష్ారం: 
ఇవ్ాఫడిన సమీకరణాల సరణ ని మాతి్రక రూంలో రయగ,  
 

                                
26

35

    2

1

x

x

  
=  

8

30

     
= AX = B 

 

                        X1 = 
ADet

D

.

1 ,  X2 = 
ADet

D

.

2 ,     

 
ఇవ్ాఫడిన గుణకల మాతి్రకకు నిరధ రకం ప ంద్గ, 

 |A|   =  
26

35


     = [(5x-2) –(3x6)] = -10-18  = - 28  ≠ 0 

 



నిరా యకం విలువ సునాన కలేదు కఫటిి, ఇద్  ‚అవిలక్షణ భాతి్రక (Non-Singular Matrix). 

D1  =   
28

330


 = [(30x-2) –(3x8)] = -60-24  = - 84                                                                                               

D2  =   
86

305
    = [(5x8) –(30x6)] = 40-180  = - 140 

           కఫట్టి   = X1 =   
ADet

D

.

|| 1   = 
28

84



  = 3                                                          

                        X2 =   
ADet

D

.

|| 2   = 
28

140



  = 5   
 

ఉద్ాహరణ - 6:  కింద్  ఏక ఘాత సమీకయణాల వయవసాని, కర భయచ నిమభం దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు. 
 
7x1 - x2- x3 = 0 
10x1 - 2x2+ x3 = 8 
6x1 +3x2 - 2x3 = 7 

రిష్ారం: 
ఇవ్ాఫడిన సమీకరణాల వయవసాని మాతి్రక రూంలో రయగ,  
 

                   
236

1210

117







          
3

2

1

x

x

x

    
=       

7

8

0

       =   AX = B 

 
ఇవ్ాఫడిన గుణకల మాతి్రకకు నిరధ రకం ప ంద్గ, 
                            

                                    
      

                |A| =  
236

1210

117







  
=7[(-2x-2)–(1x3)] –(-1)[(10x-2)-(1x6)]+(-1)[(10x3)-(-2x6)]                         

                       =  7[4–3]+1[-20-6]-1[30+12] 
                       =  7[1]+1[-26]-1[42] 
                       =  7-26-42 
                       = -68 +7 =  -61  ≠ 0

  
 

నిరా యకం విలువ సునాన కలేదు కఫటిి, ఇద్  ‚అవిలక్షణ భాతి్రక (Non-Singular Matrix).  .  
 



                            
                                    

      

               |D1|  =    
237

128

110







    
=0[(-2x-2)–(1x3)] –(-1)[(8x-2)-(1x7)]+(-1)[(8x3)-(-2x7)]                         

                       =  0[4–3]+1[-16-7]-1[24+14] 
                       =  0[1]+1[-23]-1[38] 
                       =  0-23-38 
                       = -61

  
 

                           
                               

      

               |D2|  =    
276

1810

107





    
=7[(8x-2)–(1x7)] –0[(10x-2)-(1x6)]+(-1)[(10x7)-(8x6)]                         

                       =  7[-16–7]+0[-20-6]-1[70-48] 
                       =  7[-23]+0[-26]-1[22] 
                       =  -161+0-22 
                       = -183

  
 

               |D3|  =   
736

8210

017





    
=7[(-2x7)–(8x3)] –1[(10x7)-(8x6)]+0)[(10x3)-(-2x6)]                         

                       =  7[-14–24]+1[70-48]-0[30 +12] 
                       =  7[-38]+1[122]-0[42] 
                       =  -266+22+0 
                       = -244

  
 

           కఫటిి  = X1 =   
ADet

D

.

|| 1   = 
61

61



     = 1                                                          

                       X2 =   
ADet

D

.

|| 2   = 
61

183



  = 3   

                       X3 =   
ADet

D

.

|| 3   = 
61

244



  = 4  
12.7 సరంశం 

ఈ పఠంలో ఒక భాతి్రకకు విలోభం ఎలా కనుకోావలని తెలుసుకునానం. భాతి్రక విలోభo కనుకోావటానికి భాతి్రక 

నిరా యకం సుననగ ఉండకూడదు.  ఇవాఫడిన భాతి్రకకు (-1)r+c నిమభం కియం సహగుణావమవలను,  సహగుణావమవ 

భాతి్రకను  కనుగొనానభు.  సహగుణావమవ భాతి్రకకు (Co-Factor Matrix) వయతాయమానిన (Transpose) ప ంద్ న తయచవత, 



అనగ, సహగుణావమవ భాతి్రకలోని అడుు  వయచస భూలకలను  నిలువు వయచస భూలకలుగ, నిలువు వయచస భూలకలను 

అడుు  వయచస భూలకలుగ విసన తరాత, భనకు అనుఫంధ భాతి్రక (Adjoint Matrix) లభించింద్ .  అనుఫంధ భాతి్రకను 

నిరా యకంతో భాగించిన తయచవత భనo భాతి్రక విలోభం ప ందగలిగినాo.  ఏకకల సమీకయణ వయవసా ఎంత ెదవద్  అయనపటికీ, 

వటిని చకాగ రసే భారగ నిన భాతి్రక సద్ాా ంతం అంద్ సుా ంద్ . సమీకయణ వయవసా ‘గుణకల భాతి్రక’ నిరా యకనిన భూలాయంకనం 

చేమడం ద్ాార, ద్ాని రిస్ాయ ఉనికిని (Existence of Solution) రీక్ించడానికి భనకు భాతి్రక గణ తం వీలు కలిపసుా ంద్ . 

అంతేకక ద్ాని రిష్ారనిన కనుగొనే దాత్రని ఇద్  భనకు అంద్ సుా ంద్ . సమీకయణ వయవసా రిష్ారనిన, భాతి్రక విలోభ దాత్ర, 

కర భయచ నిమభం  అనే ర ండు విభినన దాతులు ద్ాార కనుకోావచుు. భాతి్రక విలోభ దాత్రలో, గుణకల భాతి్రకకు విలోభం 

కనుకొాని, ద్ానిన కుడివ ైు ఉనన సాయ రవుల భాతి్రకతో గుణ ంచిన యెడల భనకు అజ్ఞా న విలువలు లభిస్ా య.  కర భయచ 

నిమభం కియం, గుణకల భాతి్రకకు నిరా యకం కనుకొానన తయచవత, గుణకల భాతి్రకలోని నిలువు వయచసల స్ా నంలో, 

కుడివ ైు ఉనన సాయ రవుల భాతి్రకను తిాయభాయమం చేస నిరా యకలను కనునకోవలి.  అలాప ంద్ న వివిధ నిరా యకలను 

గుణకల భాతి్రక నిరా యకంతో భాగించిన యెడల భనకు అజ్ఞా న విలువలు లభిస్ా య. 

12.8 ద్కోశం 

1. విలక్షణ భాతి్రక  : Singular Matrix 
2. అవిలక్షణ భాతి్రక  : Non-Singular Matrix 
3.  భాతి్రక నిరా యకం   : Determinant of a matrix 
4.  లఘు నిరా యకం  : Minor of a determinant 
5. సహగుణావమవ భాతి్రక : Co-Factor Matrix 
6. వయతాయమo  : Transpose 
7. అనుఫంధ భాతి్రక   : Adjoint Matrix 
8. భాతి్రక విలోభ   : Inverse of Matrix 
9. సభకలీన ఏక ఘాత సమీకయణాలు సయణ : System of Simultaneous Equations 
10. రిస్ాయ ఉనికి  : Existence of Solution 
11. కర భాయచ నిమభం  : Cramer’s Rule 
12. అజ్ఞా న విలువలు  : Unknown Values 
13. సాయ రవులు   : Constants 
14. గుణకలు   : Coefficients 

 

 

 



12.9 నమూన్ా రీక్ష ిశనలు 

12.9.1 క ంది్ ిశనలకు సంక్షిాంగ జవఫులు రయండి: 

1. కింద్  భాతి్రకకు నిరా యకంను కనుగొనుభు. 

 
514

241

136



  

2. కింద్  భాతి్రకల నిరా యకంను కనుగొనండి. 

         
64

53
         

74

01
 

3. కింద్  భాతి్రకకు విలోభంను కనుగొనుభు. 

             
51

42


 

4. కింద్  భాతి్రకకు సహగుణావమవ భాతి్రకను కనుగొనుభు 

                        
1086

210

543

 

12.9.2 క ంద్ి ిశనలకు వివ్రంగ జవఫులు రయండి: 

1. కింద్  భాతి్రకకు విలోభంను కనుగొనుభు 

             
204

301

213 

 

2. (a) కింద్  సభకలీన ఏక ఘాత సమీకయణాలు సయణ ని భాతి్రక విలోభ దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు. 

2x1 + x2  = 24 
3x1 - 2x2  = 8 

(b) కింద్  సభకలీన ఏక ఘాత సమీకయణాలు సయణ ని కర భాయచ నిమభం దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు. 

5x1 - 2x2  = 15 
4x1 +  x2  = 12 
 
 
 
 



 
3. కింద్  సభకలీన ఏక ఘాత సమీకయణాలు సయణ ని భాతి్రక విలోభ దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు:  

3x1 + x2+ x3 = 4 
  x1 - x2- x3  = 0 
  2x1 + x3    = 5 

4. కింద్  సభకలీన ఏక ఘాత సమీకయణాలు సయణ ని కర భాయచ నిమభం దాత్ర ద్ాార స్ధ ంచుభు. 

2x1 - x2          =  2 
       3x2+ 2x3  = 16 
5x1 +      3x3  = 21 
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Total No. of Questions : 10]

M.A. DEGREE EXAMINATION, MODEL QUESTION PAPER
Semester = I

ECONOMICS
 MATHEMETICAL METHODS

Time : 3 Hours Maximum Marks : 70

Answer any FIVE Questions
All Questions Carry Equal Marks

Q1) a) Explain different types of Functions with an example.

$$<óŠ sÁ¿±ý ç|ŸyûTjáÖ\qT –<‘VŸ²DÔÃ dŸVŸä $e]+#á+&�.

b) Evaluate 
3 2

3x

2x 3x 5
Lt

5x 8x 17

 

  

3 2

3x

2x 3x 5
Lt

5x 8x 17

 

  
qT $dŸï]+#á+&�.

  (or)

c) Write the properties of linear homogeneous function.

dŸeT|˜ŸÖÔá ç|ŸyûTjáÖ\ <óŠs�ˆ\qT çy�jáT+&�.

d) Find the continuity of following function at x = 3.  
3

2x 3

x 27
Lt

x 3x 18



 

x = 3 e<ŠÝ 

3

2x 3

x 27
Lt

x 3x 18



 
 ç|ŸyûTjáTeTT n$ºÌÛq•ÔáqT ¿£qT>=qTeTT.

Q2) a) Explain the rules of differentiation.

ne¿£\q “jáTeÖ\qT Ôî\T|ŸÚeTT.

b) For a total cost of a firm   3 2c x 0.005x 0.7x 30x 3000    , where x is output determine average

cost and marginal cost.

ÿ¿£ dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø yîTTÔáï+ e«jáTeTT   3 2c x 0.005x 0.7x 30x 3000     nsTTÔû € dŸ+dŸœ jîTT¿£Ø

dŸ>·³T e«jáT+ eT]jáTT –bÍ+Ôá e«jáÖ“• ¿£qT>=q+&�.

  (or)

c) If the demand function is p 4 5x,  for what value of x will be elasticity of demand be unity..

p 4 5x,   &�eÖ+&Ž ç|ŸyûTjáTyîT®Ôû n$ m¿£Ø&ƒ @¿£ÔáÇ &�eÖ+&Ž y�«¿Ã#áÔáÇ+ neÚÔáT+~.

d) Write a short note on multivariable funtion.

‹VŸQeTTK $#á\H�\ ç|ŸyûTjáTeTTqT >·Ö]Ì $e]+#á+&�.

Q3) a) Explain rules of partial differentiation.

bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\q “jáTeTeTT\qT $e]+#á+&�.

b) Find maximum and minimum values for the 2y 3x 12x 12  

™|Õ ç|ŸyûTjáTeTTqÅ£” ¿£“wŸ¼ eT]jáTT >·]wŸ¼ $\Te\qT ¿£qT>=qTeTT.

  (or)

c) Find second order partial derivative of 2 2z x xy y  

2 2z x xy y    jîTT¿£Ø Âs+&ƒe bÍ¿ìŒ¿£ ne¿£\qeTTqT ¿£qT>=qTeTT.



d) If MR = 25, de 2  find AR?

MR = 25, de 2 nsTTq AR qT ¿£qT>=qTeTT.

Q4) a) Evaluate  
2

3

1

x x 6 dx 

 
2

3

1

x x 6 dx  qT $dŸï]+#áTeTT.

b) Evaluate  
3

1

4x 4 dx

 
3

1

4x 4 dx  $dŸï]+#áTeTT.

  (or)

c) Given the demand function 2Pd 4 x   and the supply function Ps = x+2. Find consumer’s and

producer’s surplus (assuming pure competition)

2Pd 4 x  , Ps = x+2 nsTTÔû $“jîÖ>·<‘sÁT“jîTT¿£Ø eT]jáTT –ÔáÎÜï<‘sÁT“jîTT¿£Ø $T>·T\TqT ¿£qT>=qTeTT.

Q5) a) If 
1 2 2 1

A , B
3 4 3 2

   
    
   

 find 2A-B

1 2 2 1
A , B

3 4 3 2

   
    
   

nsTTq 2A-B $\Te ¿£qT>=qTeTT.

b) Explain the rules of matrix.

eÖçÜ¿± “jáTeTeTT\qT $e]+|ŸÚeTT.

  (or)

c) Find the inverse of the matrix 

2 1 2

A 2 2 1

1 2 2

 
   
  

2 1 2

A 2 2 1

1 2 2

 
   
  

 nHû eÖçÜ¿£Å£” $ýËeT eÖçÜ¿£qT ¿£qT>=qTeTT.

d) Solve the following system of equations using Cramer’s rule.

ç¿±eTsY “jáTeÖ“• –|ŸjîÖÐ+º dŸMT¿£sÁD²\qT kÍ~ó+#áTeTT.

1 2 3 1 2 3 1 2 3x x x 1; 2x 2x x 1, 3x 2x x 4        
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